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448.  On  sait  qu'étant  donnée  une  fonction  quelconque 
de  J-,  f[oc)^  il  existe  toujours  une  autre  fonction  (p(x) 
telle,  que  Ton  ait 

et  que  Tinlégrale  générale  de/(x)  dx  est  alors  représen- 
tée par 

«p(.r)-i-C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Désignons  par  u  Fintégrale  de  f[x)  dx,  prise  entre 
deux  limites  «  et  Z>  •  on  aura 

Stirm.  —  ^/i.,  II.  I 
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L'intégrale  déGiiie  ii  ne  dépend  plus  de  x,  mais  elle  est 
une  fonction  des  limites  a  et  è^  et  l'on  peot  se  proposer 
de  la  différcntier  par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces 
limites.  On  y  parvient  aisément  sans  effectuer  l'intégra- 
tion. En  effet,  de  l'égalité 

Il  z=  (^{h)  —  (p  (<?), 
on  déduit 

et  puisque 


du 
'da 


da 


du 


S  =/(*>' 


4i'9.  Si  a  et  /?  sont  des  fonctions  d'une  certaine  va- 
riable t,  indépendante  de  x^  en  désignant  par  da  la  diffé- 
rentielle  totale  de  u  considérée  comme  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  f,  on  aura  (I,  46)  ['*'] 

du  du 

du  z=z  —-  da  -h  -— -  du  , 
da  db 

et,  par  conséquent, 

(2)  du  =  —  f{a)da-i-f{b)db. 

On  obtiendra  du  en  fonction  de  t  en  remplaçant  dans 
cette  formule  a,  Â,  da,  db,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

In terprétat  ion  géométrique, 

450.  Soit 

l'équation  en  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  CD'  ; 
l'intégiale  définie 


rig.  io5. 


V 


A    A' 


[*]  (I,  46)  indique  un  renvoi  au  n»  46  du  premier  volume.  Les  ren- 
vois au  second  volume  seront  simplement  indiqués  par  le  numéro  du 
paragraphe. 
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représente  l'aire  ABCD.  Donnons  aux  limites  a  el  b  les 
accroissements  infiniment  petits 

AA'  ~  da,     BB'  —  db  : 
on  aura 

A'C'D'B'  =  u-[-  du 
et 

^/^«r=z- AA'C'C-i-BB'D'D. 

Or,  on  peut  remplacer  AA^C'C  et  BB'D'D  par  les  rec- 
tangles ACEA'  et  BDFB'  qui  n'en  diffèrent  que  de  quan- 
tités infiniment  petites  du  second  ordre  (I,  17)^  on  aura 

donc 

AA' a C=:/ [a) da,     BB' D' D  =  f  (b)  db, 

et,  par  suite, 

du  =  —f(a)da-{~f(b)db. 

niFFÉRENTIATION    d'uNE    INTÉGRALE    DÉFINIE    PAR    RAPPORT 
A    UN    PARAMILTRE    QUELCONQUE. 

451.  Supposons  que  la  fonction  placée  sous  le  signe   / 
dépende  d'une  variable  t,  autre  que  x,  et  soit 

«=    /     /K  t)d.r. 
J  a 

Si  les  limites  a  et  ^  sont  indépendantes  de  f,  on  aura^ 
pour  l'accroissement  Aï  donné  à  f , 

u-\-^uz=   j     f[x,t-hM)dx, 
Ja 

f{.T,t-hM)dx~\       f{.T,t)d.'V 


d'où 

A«r- 


i 


a 

h 


[f[x,t-\-M)-f[x,t)\dx', 

par  suite, 

A,/  Ç^  f[x,  t-\-  Lt)-f[x;t)  ^ 

Tt^l   ^ K. ^^' 

X  , 
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er,  si  l'on  lall  décroître  indéfiniment  Al^  on  aura,  à  la  lî 
mite, 

(3)  Tt=\„    "7/7- ''■^- 


452.  Quand  «  et  Z>  dépendent  de  /,  du  désignant  la  diffé- 

.   , ,  11  du    du    du  ^        1 ,  •    r  -Il 

rentielle  totale  de  «,  et  -—5  — -,  -—  les  denvees  partielles 
da    do     dt  * 

de  cette  fonction,  on  a 

du  da  du   , 

du  =  —  da  -\ ~  dh  -i. dt. 

da  du  at 


Mais 

(4-18, 

431 

du 
d7i  ~ 

-/(«,  0, 

donc 

da 
db 


/(^  0. 


(4)     da--=-f{a,t)da-^f{h,t)dh  +  dt    Ç     ^L^JlJ}  dx . 


Interprétation  géométrique. 

4o3.  Soit  CD  la  courbe  dont  Téquation  est,  en  coor- 
^'S-  'o6-  données  rectangulaires, 

it  Si  OA  =  a,  OB  =;:  hfon  aura 

«  m    /     f[x,  t)  dx  z=z  aireAGDB. 

J  a 

^  ^'  ^  Donnons  à  t  l'accrdissemcnt  in- 
finiment petit  <i£  :  a  et  Z>  qui  sont  des  fonctions  de  t  re- 
çoivent des  accroissements  AA'=c/ci,  BB'=db,  En 
même  temps  la  courbe  CD  se  change  en  une  autre  courbe 
EH  infiniment  voisine,  et  l'on  a 

Jn  b-i-dh 
I  /(.^,^H-  dt)dx  — aire  A' QllB'. 

a- 


da 


Mais 


aire  A'GHB'  =  AEFB  -  AEGA'  -h  BFllB' 
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donc 

du  =  A'GHB'—  ACDB  r=  (AKFB  —  ACDB)  —  AEG  A'-|-  BFHB', 

ou,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre, 

'     f  (.r,  t  +  dt)  dx  -     /     /  (.r,  t)  dx 
a  *'a 

~f{a,t)da-i-/{b,t)db; 

et  enfin 

du  =  dt   Ç     ^:pJl  dx—/{a,  t)  da  ~f-f{b,  t)  db. 

*y  a 

DIFFÉREJNTIÂTION  d'uNE  INTÉGRALE  INDÉFINIE,   PAR  RAPPORT 
A    UN    PARAMÈTRE    VARIABLE. 

454.  Soit  u  l'intégrale  indéfinie  de  f  {jo,  t)  dx^  dans 
laquelle  t  désigne  un  paramètre  variable  qui  ne  dépend 
pas  àex'^  on  peut,  sans  rien  ôter  à  la  généralité  de  cette 
intégrale,  l'écrire  sous  la  forme 


«=    /       /(-^^   t]dx+-h{t), 
J  a 


tf/  [l)  étant  une  fonction  arbitraire  de  t.  Différentions 
maintenant  par  rapport  à  t,  en  su|)posant  que  t  ne  dé- 
pende pas  de  a  :  nous  aurons  (45!  ) 


du 
dt 


=  J^^   -^— ./.r  +  ^î.  (0; 


mais  comme '^'  [t)  est  une  constante  par  rapport  à  x,  le 

second  membre  revient  à  l'intégrale  indéfinie  de  --  dx.  et 

^  dt 

l'on  peut  écrire 


du  rdf{x,t 

(^'  di=J  —di- 


Idx 


Ainsi,  pour  diffcrcnlier  une  intégrale  indéfinie ,  par 
apport  à  un  paramètre  i-^ariable,  il  suffît  de  différent 
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lier,  par  rapport  à  ce  paramètre,  la  fonction  placée  sous 
le  signe  1  • 

INTÉGRATION    SOUS    LE    SIGNE. 

455.  Si  l'on  multiplie  par  dj  l'intégrale  définie 
et  qu'on  intègre  ensuite  par  rapport  hy,  on  aura 

7; 


>x 


/(jr,  y)dr. 


Or,  je  dis  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégra- 
tions, et  écrire  la  formule 


r,b 


En  effet,  on  a  (451) 

J  a 

donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  rapport  hj,  il  en  résultera 

/      dx   j  f{.v,j)  dy=        df   j     f{.r.,x)d.r. 

En  prenant  pour  limites  dej^  les  constantes  c  et  d^  on 
aura 

(6)       f\l:r    f    f[x,y)dj=    f    dy    f  f[x,y)dx. 
Ja  Je  *■' c  J  a 

456.   L'interprétation  géométrique  de  cette  formule  est 
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facile 5  car  ses  deux  membres  représentent  également  le 

volume  ABCDA'B'C'D'  com- 
pris entre  la  surface  qui  a  pour 
équation  z=f{x^j)^  le  plan 
desoy  et  les  quatre  plans  qui  ont 
pour  équations 


Fig. 

107. 

z 

'a— 7 

[>' 

B' 

A 

i 

0 

A 

1    " 

^y 

B 

/ 

7" 

u 

c,     y  —  d. 


DÉTERMINATION    DE    L  INTÉGRALE 


/    srn" 


xdx. 


457.  On  peut  déterminer  une  intégrale  définie  quand 
on  connaît  l'intégrale  indéfinie-,  mais  il  y  a  souvent  des 
simplifications.  Ainsi,  quand  on  a 


l  f[x)dxz=  ,^[x)  -\-   i-^(x)dx, 


il  en  résulte 


C  f[x)dx=:^[b)~~-^(a)-^.~.  f   •^(x)dx, 
*J  a  J  a 

et  si  t|^(a:)  est  une  fonction  plus  simple  que  f{x),  l'in- 
tégrale cliercliée  sera  ramenée  par  cette  formule  à  une 
intégrale  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l'intégrale 

u,,z=  j      sin'^xdx, 

J  0 

En  intégrant  par  parties,  on  a 
|sin"^c('x=  I  sin''-''.rf/( — cos.r) 

=z  —  sin"""'  X  cosx  -\-  [n  —  i)  j  sin"~^r  cos^xdx; 
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ou  bien,  on  remplaçant  cos'a:  par  i  —  sin^.r, 

1  s'in" xclx  =  —  sin"~'  x  cosx  ~\-  {n  —  i)   /  s'm"-^.ri:ix 

—  [n  —  i)   /  sln^.rdx. 
De  là  on  tire 

r  î    .  n  —  iT, 

J  "  ^      J 


Intégrons  maintenant  entre  les  limites  o  et  -5  et  obser- 
vons que  le  premier  ternie  du  second  membre  s'annule 
à  ces  deux  limites,  Ji  étant  plus  grand  que  1  :  il  viendra 

n  —  T 

(l)  W„— —   «„-2. 

Soit  n  un  nombre  pair  :  nous  aurons  successivement 
n  —  3 


/2  —  4 


I 
2 


llo  —     /      a'. 
J  o 


2 


Si  l'on  multiplie  toutes  ces  équations  membre  à  mem- 
bre, il  vient 

7T    I    3   5       n  —  I 

224^  fi 


(2)  ««  = 


En  cbangeant  //  en  Ji  -\-  i  dans  la  formule  (i),  on  aura 


«,4.1  =^ w„_,, 
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cî  ensuHc 


*— 1 

— 

n 

— 

2 

lln-Z  , 

n 

I 

Ifn-, 

= 

n 
n 

— 

4 

3 

lln-l-, 

'■ 

•. 

.  .  »  , 

«3 

Z= 

2 

3 

«, 

> 

iti  =z  j     sin 


OTf/j: 


En  multipliant  toutes  ces  équations  membre  à  membre. 

on  aura 

246  n 

(3)  w„_^    — 


357         n 


458.  La  formule  (i)  ne  peut  plus  servir  à  la  délermi- 
nalion  de  u„  quand  Ji  n'est  pas  un  nombre  entier;  mais 
on  peut  l'employer,  dans  ce  cas,  à  réduire  l'indice  au- 
dessous  de  l'uni  lé. 

Dans  tous  les  cas,  en  faisant  j^  =  sinjr,  l'intégrale 


i 


2 

s\n"xdx 


o 
se  ramène  à  la  suivante 

I      Y"r(r 


qui  est  algébrique. 


FORMULE    DE    WALLIS, 


4o9.  Les  formules  (2)  et  (3)  conduisent  à  la  valeur 
de  -  exprimée  par  un  produit  d'une  infinité  de  facteurs. 
En  effet,  puis({ue  sin  j:  est  moindre  que  Tunité,  on  a 


sin"x  j>  siir'^'x 
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^our  toutes  les  valeurs   de  x  comprises  entre  o  et  -; 
donc  on  a 

0  *^  o 

c'est-à-dire 

De  là,  et  des  formules  (2)  et  (3)  trouvées  plus  haut  (457) , 
on  tire 


-  ^ 


2        i335       n  —  i/2-hi 
On  aura  de  même 


'^7j4-2  -^^  Un-^fX  5 


ou  bien 


2       i335       n  —  i/2H-i/z-hi 
Donc,  si  Ton  pose 

2244  '^  "^ 

i335       n  —  in-\-i 

on  aura 

->A     et     -<A^ -==An 

2  2  «4-1  \  /2  +  I 

Il  en  résulte  que 

-  =  A(H-a), 
2 

.     ,        1  .  I 

a  étant  une  quantité  plus  petite   que  • 9  et  comme 

ceci  est  vrai,  quelque  grand  que  soit  n,  on  aura,  en  sup- 
posant ?i  =  co  ^ 

TT 2244^ 

2~T"3'3'5'5"" 

Cette  formule  remarquable  a  été  découverte  par  Wallis. 
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EXERCICES. 

d .  Démontrer  que 

: dx  —  7Î  , 

m  étant  un  nombre  entier  positif  et  impair. 

2-  l    7^"-=  8  +  4'^- 

3.  Étant  donnée  r intégrale 

Ja 

a  changer  en  une  autre  qui  ait  pour  limites  deux  nombres  donnés, 
à  l'aide  de  la  substitution  x  =  mj--\-n,  m  et  n  étant  deux  nombres 
inconnus. 
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SUITE  DE  LA  DÉTERMINATION  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  Intégrales  obtenues  parla 
différentiation  ou  l'intégration  sous  le  signe,  —  par  des  considérations 
géométriques,  —  par  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  imagi- 
naires, —  par  une  équation  différentielle. 


INTÉGRALES    EULÉRIEKJVES    DE    SECONDE    ESPÎf.CE. 

460.   On  donne  le  nom  à^ intégrale  eulérienne  de  se- 


conde espèce  à  Fintégrale  définie 

(l)  r(.)=:/  .: 

J  o 


o 


On  doit  supposer  n  positif;  car  si  n  était  égal  au 
nombre  négatif  — p^  l'intégrale  considérée  aurait  une 
valeur  infinie.  En  effet,  on  a,  a  étant  compris  entre 
o  et  I, 


or,  poura  =  o,  -1-  est  infini  :  l'intégrale  \    x  ^   ^e  ""dx 

G     '^  Jo 

est  donc  infinie,  et  il  en  est  de  mémo,  à  forliori^  de  l'in- 
'      x'P'^e'^'dx. 

0 

461.  L'intégrale  T  [n  ~i- i)  peut  se  ramener  à  r(rt). 
En  intégrant  par  parties,  on  a 


f-'r-"-^-=-^"-'-"f^--- 


Uîx. 


Or,  x^e'""  s'annule  pour  x  =  o,  et  aussi  pour  x  =  oo 
En  effet,  puisque 


1-  .  .  .  H- ;-- 

1.1  1.2.3 


TIIEWTE-HUITIÈME    LEÇON.  l3 

on  a,  quel  que  soit  /, 


6?' 


2.3, 


par  conséquent 


Or,  quand  on  prend  ?'^/i,  ce  qui  est  évidemment  per- 
mis, le  second  membre  devient  infini  pour  .r  =.  oc  .  Donc 
le  produit  x~'^e^  devient  aussi  infini,  et  par  conséquent 
son  inverse  x''e~''  devient  nul  pour  a:  =  co  . 

D'après  cela,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  o  et  oo  , 
on  aura 

OU 

(2)  V{n^i)^nV[n), 

462.   On  aura  de  môme 

V[n)^[n~i)V[n-x\      F  («  -  i)  =  (,^  -  2)  r  (//  -  2  ), 


r(2):r=ir(l), 
0 

Par  conséquent,  on  aura  pour  n  entier  et  positif 

(3)  '       ^(/^)  =1.2.3. ..(«-i). 

Si  7z,  sans  être  entier,  est  plus  grand  que  i,  la  formule 

r(«)=(«-,)r(«-i) 

permettra  de  réduire  l'intégrale  F  (n)  à  l'intégrale  T  (v), 
dans  laquelle  v  désigne  un  nombre  positif  moindre  que  i; 
de  sorte  que,  pour  calculer  F  [n),  il  suffit  d'avoir  les  va- 
leurs de  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  Findice  n  com- 
prises entre  o  et  i . 

463.  L'intégrale  T  [n)  peut  prendre  une  autre  forme; 
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en  posant  e~^  ^Yi  on  a 


ï    /     ,  \  «-I 


o 

donc 


£.»--.-v.^-f(.i)"-.^=£-(.i) 


^'"^=X  ('^)"""-^- 


IJNTÉGRALES    QUI    SE    DÉDUISENT  d'uNE    INTÉGRALE   CONNUE, 
PAR    LA    DIFFÉRENTIATION    SOUS    LE    SIGNE. 

464.  La  différent! ation  sous  le  signe  permet  de  déduire 
d'une  intégrale  définie  connue  de  nouvelles  intégrales. 
En  voici  quelques  exemples  : 


Différentions   n   fois   par  rapport  à   a  :    il    en   résulte 


l 


°^   I  .  -2  .  3  .  .  .  «     ,  I      3     5  9/7 I  1  TV 


et,  par  suite, 


I  .3.5.  .  .    (O.W  —  l)  TT 


^  L      ix- -h  a  )"-*-'  2. 4-.  6...  2/?  ii-h- 

/»CC  j 

Jo  « 

Si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  cette  égalité  «  —  i 
fois  de  suite  par  rapport  à  «,  on  aura 


X 


c—"^x'^-^dx  =  1 .  2  . 3 .  .  .  (  rt  —  I  )  a", 
o 
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OU  bien 

^    ^  Jo 

465.  Ce  dernier  résultat  subsiste  quand  on  remplace  la 
quantité  réelle  a  par  l'expression  imaginaire  a -{-  ^  ^ —  i , 
dans  laquelle  la  partie  réelle  a  est  positive. 

En  elYet,  on  a 

I  ^,_(„+6^_,jx  J_^  _ -I-  C 

J  a  -h  b  V' —  I 

—  (r-'"'{cosbx  —  ^/ —  I  sin^x' 


a  -\-  b  y/—  I 
et,  par  conséquent, 


C, 


0 


a  H-  b  V —  I 

Si  maintenant  on  différentie  celte  égalité  n  —  i  fois  par 
rapport  à  «,  on  aura 


(3)  ( 


CO 


(      ,  i—\  ,  I  .2.3.  .  .f«  —  l) 

^'0  {a-\-b^—if 


ce  qui  est  la  dernière  formule  du  n*'  464  étendue  au  cas 
plus  général  où  a  représente  une  expression  imaginaire 

466.  Cette  formule  fournira  d'autres  intégrales,  au 
moyen  de  la  séparation  des  quantités  réelles  et  des  ima- 
ginaires. Posons 

a  -{-  b  sj—  i  =■-  p  (ces  9  H-  ^—  i  sin  9), 

c'est-à-dire 

/ «  .  b 

P  =  \/a'-{-  b-,      00s 9=  ?      sm  9  rrr:     : 

s'a'  H-  b'  s,! a'  H-  b^ 

Téquation  (3)  devient 

Jç-ax  cosbx  —  \J —  I  sin  bx )  :r"-  '  tte 
o 

^(")  f  .  I ■   .       .\ 

=^ cos/z9  —  i/ —  isin/zO), 
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équation  qui  se  partage  en  deux  autres  : 


^,-ax^.n—i  si,^  ^^  fij^  -— f  sin  n  0, 


(4) 


1/ 

I    t/O 


Notre  démonstration  suppose  que  Ji  est  un  nombre  en- 
tier; mais  ces  formules  subsistent  quel  que  soit  ii. 

INTÉGHALES  DÉDUITES    d'aUTRES   INIÉGRALES,   AU  MOYEN   DE 

l'intégration  sous  le  signe. 

467.  L'intégration  des  intégrales  définies,  par  rapport 
aux  constantes  qu^elles  renferment,  fournit  encore  de 
nouvelles  intégrales.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 


Jo      '  '  ^''-^^^ 


e~"''  cosùxdr 


qui    se  déduit  de  la  dernière   formule  (^66)   en  faisant 
n  =  i.  Il  en  résulte,  c  étant  une  constante  moindre  que  «, 

Je  Jo  Je     ^'-^^' 

Mais  (4o5), 

da  l       c    "^  cos  bx d.x  :=  j       dx  j     e-"^  cosbxr'a 


=X 


ex ^  —  «X 


e-'-^ —  r 


ces  Ox  dx  \ 


d'un  autre  côté, 


i  «'+* 


ada     I      «--I-  h"^ 


Donc 

X-»   p-CX 


cos  bxax  =  —  1 


2      c'  4-  ^' 
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468.  Si  l'on  fait  Z>  ==  o,  on  a 


X 


^  ^-cr. 


,,-«a.  ^ 


2)  ;^ </^:^l 


c 


On  obtiendrait  encore  ce  résultat  en  intégrant  relative- 
ment à  «,  entre  les  limites  c  et  «,  les  deux  membres  de  la 
formule 


i. 


r»oo  - 

a 


469.   Par  le  même  procédé,  de  la  formule 


1/0 


o 
on  déduira 


^—ax  gij^  hxdx  = —  1 

à'  +  ^- 


I      rf.'/   I        e~''''  %\i\oxdx  z=:.   I  -—- — — 

t/ c            J  o                                             *^  c  ~^ 

a                         c  h  [a  —  <?) 

-=.  arc  taniî  Y  —  ^^'^  tan^  -  =  arc  tanj?  -, ^-  • 

Mais 

j      da  \       e-"^  Siin  bx dx  z=:  j  dx  j      e~'"'sin  bxd(i 

Je          Jo                                         */o  *J  c 

=  I ^\nbxdx\ 

Jo  -^ 

donc 


a  —  c 


J^CO  ^,— f.r f,—ax 
sin  hxdx  =  arc  tancr     , 

470.   Si  l'on  fait  a  =  oo  ,  c  =  o,  on  a 
(4)  j^      -^</.. 


sm /;  r   ,  TT 

—  ? 

2 


pourvu  que  Z>  soit^>o,Siron  avait  ^<^o,  le  second  mem- 
bre serait Cette  intégrale  présente  donc  une  disconti- 
nuité remarquable  :  constante  lorsque  b  varie  en  conser- 


Stuum.  —  Au.,  II. 
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vanl  le  même  signe,  elle  passe  brusquement  do 

lorsque  h^  en  s'évanouissant,  passe  du  négatif  au  positif. 


a  - 
1      1 


EMPLOI      DE      CONSIDÉRATIOIsS      GÉOMÉTRIQUES      POUR      LA 
DÉTERMINATIOIV    DE  CERTAINES  INTÉGRALES  DEFIMES. 


471 .  L'intégrale 


0 


a  été  déterminée  par  M.  Poisson  à  l'aide  d'un  procédé 
très-remarquable.  Si  l'on  change  x  Giij,  on  aura  encore 

e-fdy^ 
o 
et,  par  suile, 

€-="'■  d.r    I        c-y-dj=    I  j        C-^^'-'y'dxdy, 

Soient  maintenant  trois  axes  rectangulaires  Oj:,  Oy. 
Oz'^  et 


Fig.  i( 


Ut  l'intégrale  double 


I/o       Vc 


les  équations  d'une  courbe 
située  dans  le  plan  zOx. 
Si  cette  courbe  tourne  au- 
tour de  Taxe  O^,  elle  en- 
f-endrcra  une  surface  ayant 
pour  équation 

c^^^y'  dx  dy 


représentera  le  quart  du  volume  compris  entre  la  surface 
et  le  plan  xOy.  On  peut  évaluer  ce  volume  en  le  parta- 
geant en  une  infinité  de  tranches  cylindiiques  dont  Oz 
soit  l'axe  commun.  La  tranche  termiuée  aux  surfaces  qui 
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ont  pour  rayons  /'  et  / 


19 

dr  est  égale  à  sa  Lase  2.11  rdr 


multipliée  par  sa  hauteur  z  ou  c 

4./0 


:  on  a  donc 


d'où 

(■) 


A  =:  -  V  7Î-  . 
2 


4-72.  Un  procédé  analogue  peut  être  employé  pour  îa 
délerminalion  d'autres  intégrales.  Supposons  que  l'on  ait 
à  évaluer 


o  Jo 


Celte  intégrale  représente  la  portion  située  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives  du  volume  compris  entre  la 
surface  qui  a  pour  équation 

et  le  plan  xOy.  Décomposons  ce  volume  en  éléments 

infiniment  petits  au  moyen 
des  plans  ^OS,  ^OR  menés 
par  l'axe  des  z,  et  des  cylindres 
PQ,  RS  ayant  Oz  pour  axe 
-^  *  commun.  Si  l'on  pose  0P  =  7'j 
VOx  =  9,  le  prisme  infiniment 
petit  MPQRS  ayant  pour  base 
le  rectangle  PQRS  ^=:  rdOdr.  et  pour  hauteur 

2=/(-^,  j)  =/(rcos0,  /-sinô), 
aura  pour  volume 

rclQdrf(rcosQ,  rsinO). 

L'intégrale  proposée  pourra  donc  être  remplacée  par  la 

suivante 

n 


foo      />2 
//( 


rcosô,  r sin (i)rclQdr^ 


dont  la  valeui-  sera  quelquefois  plus  facile  à  trouver 

2. 
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4-73.   L'inle'grale 

j       e-''  dx  =  -  V'îT 

conduit  à  la  suivante 

/°°  — 

-00 

En  effet, 

_00  «y  —  QO  t/0 

Si  l'on  change  a:  en  —  x.  on  a 

donc 

e-^'dxz=:  sjn, 

474.  Plus  généralement,  si/(.r)  est  une  fonction  paire 
de  .r,  c'est-à-dire  une  fonction  telle,  que  l'on  ait  identi- 
cfueraent/(x)  =/(— x),  on  aura 


En  effet, 


Mais 


donc 


f{x)dx  =  i  /      f(x)dx. 

-ce  *Jo 

Xco  r>o  r  CO 

f{x)  dx  =:    /  f{x)  dx  +    i        /(o:]  dx. 

-  CO  */  —  00  «/o 

/CO  /»oo 

f{x)dx  =  i         f{x]dx. 
-  CO  t/0 


On  prouverait  de  la  même  manière  cpe  si  J  [x)   est 
une  fonction  impaire,  c'est-à-dire  si/( —  x)  =--  — /(j^)> 


on  aura 


/  f{x)dxz=:0. 
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475.   Si,  dans  l'intégrale  (2),  on  remplacer  par  x  \/a^ 


011  aura 


(3)  f^  e-^-'-dr^z^. 

J  —  ce  ^  a 

En  différentiant  celte  dernière  équation  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  «,  on  aura 

//x    r"^     , ,  ,     ,- 1.3.5. ..f?.«-i)  -("-^y 

(4)  /         e-^'^Kr^"  dx  =  \i  T^ ]^ ^rt      ^  . 

J —  oc  ^" 

et,  si  l'on  fait  «  =:=  i, 

,~,  r^  rî        .„      ,  /-    1.3.5.    .    .(2/2—    I) 

EMPLOI    DES    IMAGINAIRES. 

476.   En  changeant  x  en  x -^~  a  dans  l'équation  (2), 
elle  devient 


ou 

Mais  on  a 


Xco  _ 

-00 

-  00 


2«*^/.r  =  f«'  v^TT. 


/ 00  »/ 00 


1 


donc 

^-x*  (e:«^_|_  ^-^«^j  clr  —  <,.«"-  y^. 
0 

Les  deux  membres  de  cette  équation  peuvent  être  dé- 
veloppés en  séries  convergentes,  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  a,  et  comme  l'équation  a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a,  les  coefficients  des 
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mêmes  puissances  de  a  doivent  être  égaux  dans  les  deux 
membres;  d'où  il  suit  que  l'équation  subsistera  si  Ton  y 
remplace  a  par  une  expression  imaginaire.  En  posant 
a  n=:  a  y  —  i,  d'où  e'"'^  H- e"^''^  r=  içosiolx,  elle  devient 

Jfxi  ^  _ 

e~-^*C0S2aJ7f/.r  ■=.  -  e~~  ''*  \tz. 
0  ^ 

Ainsi,  le  passage  des  cjuantités  réelles  aux  imaginaires 
peut  faire  découvrir  de  nouvelles  intégrales,  conmie  on 
l'a  déjà  fait  remarquer  au  n'^  466. 

IISTÉGRALE    OBTENUE    A    l'AIDE    d'uNE    ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

477.  Un  autre  procédé  consiste  à  former,  entre  l'inté- 
grale proposée  et  l'une  des  indéterminées  qu'elle  ren- 
ferme, une  équation  différentielle  qu'on  puisse  intégrer. 
Soit,  par  exemple, 


On  a 

7û 


w  u  i/o 


En  intégrant  par  parties  et  en  observant  que  sin  2a  rc 
est  nulle  aux  deux  limites,  on  aura 


du 
c'est-à-dire 


/.ce 
■    /       6'~^^C0S2ax.2ar/^, 


du  du 

—  =:  —  idu,      ou      —  =  —  ict.doi.\ 

doc  a 


d'où 


Pour  déterminer  C,  on  fait  a  =  o  :  alors  (47J 

r^  I  ^ 

u  =  I       e-^'dx  z=  -  y/:r  —  C; 
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donc 

f       e"^"  cos  laxdx  —z  -  e—  *'  t/TT.. 

O  2  ^ 


EXERCICES. 

1 .  Démontrer  la  formule 

et  en  déduire  la  première  de  ces  intégrales  quand  m  est  un  nombre 
entier. 

2.  Démontrer  la  formule 


Jo  \iyi-i-ij      n+i\-in-\-ïJ      in-\-i\'in-\-i) 

cas  particulier  de  n  =  i. 
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MÉTHODE  DE  M.  CAUCHY.  FORMULE  FONDAMENTALE. 

478.   Soient  z  une  variable  imaginaire,  r  son  module 
et  p  son  argument,  en  sorte  qu'on  ait 

.  z  =:  r[cosp  -f-  y/ — I  sin/-?)  =  reP'^'^, 

Sohf[z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  mo- 
dule r  est  inférieur  à  une  certaine  limite  R.  Supposons, 
en  outre,  qu'en  laissant  le  module  constant  et  en  faisant 
croître  l'angle  p  d'une  manière  continue  depuis  une 
valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  -f-  2  77,  la  fonc- 
tion reprenne,  pour  p  =  a  -h  2t:,  la  valeur  qu'elle  avait 
pour  p  =  Cf.  Cette  condition,  que  M.  Caucliy  omet  dans 
ses  énoncés,  mais  qu'il  suppose  dans  ses  démonstrations, 
n'est  pas  toujours  remplie  quand  la  fonction  y  (^)  a 
plusieurs  valeurs  différentes  pour  une  même  valeur  de  z. 
On  ne  considère  ici  qu'une  des  valeurs  de  f[z)  et  la  va- 
leur correspondante  de  sa  dérivée. 
Cela  posé,  je  dis  quon  a  la  formule 

(I)         /(o)  =  ~j^     n')dp' 
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OU 

r>a.  -(-2  77  

/(o)  =  — j^  ArcPsl-^)dp, 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

En  effet,  z  étant  une  fonction  de  /'  et  de  p,  si  Ton  dif- 
férentiey^(z),  tour  à  tour  par  rapport  à  /'  et  à  /?,  on  aura 

et,  par  conséquent, 

df{z)  I        rlf(z) 


dr 


rsj—i      ^P 


Comme,parliypotlièse,y  (z)  reste  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  moindre  que  R,  la 
même  propriété  appartient  aux  deux  membres  de  cette 
dernière  équation.  En  les  multipliant  par  dr.dp,  et  les 
intégrant  par  rapport  à  r  depuis  zéro  jusqu'à  /',  et  par 
rapport  à  p  depuis  tx  jusqu'à  a  -f-  2  7r,  on  a 

J^  Jo        ^''  Jo   r^/-  I  Ja  '^P 

or, 

et  puisque 


dp 
V     on  a 


/' 


dfiz) 


r//.r=/[r/«  +  27r)\/-i]_y(^^avCr7j_ 


dp 
Mais  le  second  membre  est  nul  par  hypothèse;  par  con- 
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séqucnt 


et 


donc 


ou 


J^  a-T-27r 
a 

J^  «-t-27r  /»  a-i-^TT 

./;.==./  f{z)dp, 

ce  J  a. 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

479.  Si/'(^)  (t\.f[z)  restent  finies  et  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre 
r  et  /:>,  en  appelant  ^  la  valeur  de  z  qui  a  o  pour  module, 
on  aura 


ainsi 


la  valeur  de  /  f[^)^h^   ^^^   indépendante  du 

J  ex. 

module  r,  ce  qu'on  vérifie  en  différentiant  cette  intégrale 
par  rapport  à  /'  (4-01  ). 

480.  En  faisant  a  =z  o  dans  la  formule  (T),  on  aura 

(II)  /(o)-~    nÂrcP^')^lp. 

2^  Jo 

et  si  l'on  y  fait  a  =  — ^  2  71  et  que  l'on  change  p  en  — /?, 
on  aura 

481.  En  remplaçant  f[z)  par  i[x  -h  z)  dans  la  for- 
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mule  (I),  on  en  déduit 


(III)  f(x) 


/>a-l-27r 
—  —    /  f(.r+rt'/'V-')r//7, 


car  on  s.  f  [o)  =  i' (x) ,  Ainsi,  une  fonction  ^x)  d'une 
variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  représentée 
par  une  intégrale  définie,  pourvu  que  f  (.r  4-  re^'^  ~0  reste  * 
finie  et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  la  valeur 
attribuée  à  r  et  pour  toute  valeur  moindre,  et  que  cette 
fonction  reprenne  la  même  valeur  quand  p  augmente 
de  27r. 

yépplications. 

482.  Les  formules  précédentes  donnent  les  valeurs 
d'une  classe  nombreuse  d'intégrales  définies.  Prenons 
d'abord 


I  —  s 


Cette  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  zz=.\^ 
valeur  dont  le  module  est  /=  i  ^  mais  elles  sont  finies  et 
continues  pour  toute  valeur  moindre  que  i  attribuée  au 
module.  On  peut  donc  appliquer  la  formule  (II)  qui 
donne,  pou^r  r<^i^ 


(■) 

d'où 


Jo        I 

r  —  rrnsn  4-  i/ — Trsinni 

dp-, 


i 


o       I  —  rcosp — sj — irsinp 
^^  (i  —  rcos/7  4-  \J —  I  rsinp 


2 /ces/? 

et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  imaginaires, 
r»27r    ^j  —  rcosp)clp 


—  2  TT, 

f^       I  —  2  rcosp  -+-  n 


1 


•  27r 


s\n/)  dp 


i  —  2.  rcosp  4-  r' 
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Cette  dernière  formule  est  d'ailleurs  évidente,  puisque 
les  éléments  de  l'intégrale  qui  correspondent  à  des  valeurs 
de  p  dont  la  somme  est  2  7r  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

483.   On  trouve  directement  la  formule  (i)  en  obser- 
vant que  la  fonction peut  être  développée  en  une 

série  convergente  quand  le  module  de  z  est  moindre  que 
l'unité.  En  effet,  dans  ce  cas, 

=  I  H-  z  H-  2-  H-  2^  -f- .  . . , 


1  —  z 
d'où  résulte  la  série  convergente 


r^^  dp       r^""        r~         /*27r 


Mais  on  a 

•271 

dp  z=.  it:, 
o 


(' 


et,  d'ailleurs,  pour  tout  exposant  positif  différent  de  zéro, 

J^27r  p'iTt  

z" dp  r=  /-"    /         «?"/' V-'  dp=zO) 
o  J  o 

donc 


►27r 

lit. 


484.  Faisons  dans  la  formule  [II]  f  [z)  =  e""'.  Cette 
fonction,  ainsi  que  sa  dérivée,  est  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  de  z,  et  n'a  qu'une  seule  valeur.  On  a  donc, 
quel  que  soit  le  module  r, 

j       pni:  

(3)  l=z    /  ^arcos/j+vZ-iarsin/jJ^j^ 

'^'^  Jo 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  ar=  b  et  en  séparant  les  quan- 
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titcs  réelles  d'avec  les  imaginaires, 


(4) 


/       c^^^'^Psin  [bsinp)  dp  =z  o. 


48o.   Soit  encore 

f{z)=\{l~z\       d'où       /'(3)=r_  --!-_. 

La  fonction  et  sa  dérivée  deviennent  infinies  pour  la 
valeur  z  =  i  dont  le  module  est  i .  Il  faut  donc,  dans  la 
formule  (II),  supposer  /'<^i  .D'ailleurs,  en  faisant  croître /? 
d'une  manière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a 
jusqu'à  la  valeur  «4-27:,  la  fonction  l(i  —  z)  reprendra 
pour  p  =  a  H-  27:  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =  a. 

En  eiïet,  posons 

I  —  zz=  p(cos9  -f-  \/ — I  sin9)  ; 

p  et  9  seront  déterminés  par  les  équations 

pcosÔ=ri  —  rcospj     psinOz^:  —  rsinp; 

on  en  déduit 

p  =  H-  V  I  —  2.rcosp  +  r^, 

I  —  rcosp  .  —  rsinw 

nos  9  :=     .  ■>      sm9r^ 


sji  —  irco'^p  +  r^  y'i  —  1  rcosp  -t-  r^ 

On  connaît  donc  cos0  et  sin0  en  fonction  de  p.  Si  l'on 
donne  à  p  une  première  valeur  arbitraire  a,  on  a,  par  ces 
formules, des  valeurs  de  cos0  et  de  sin0  auxquelles  corres- 
pondent une  infinité  de  valeurs  de  l'arc  Q.  Choisissons  à 
volonté  une  de  ces  valeurs  que  nous  désignerons  par  o. 
En  faisant  croître  p  d'une  manière  continue  depuis  a 
jusqu'à  a  -H  2  7r,  les  valeurs  de  cosO  et  de  sin0  varieront 
par  degrés  insensibles,  et  reviendront,  pour  p  :==  a.  -h  211:, 
égales  à  leurs  valeurs  initiales  pour  p  =  a.  Par  consé- 
quent, l'arc  Q  variera  aussi   d'une  manière  continue  à 
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partir  de  sa  valeur  initiale  ê  qui  correspond  h  p  =  a,  et 
quand  p  atteindra  la  limite  supérieure  a -h  27:,  6  sera 
revenu  à  sa  valeur  initiale  6,  ou  bien  il  en  difFérera  d'une 
ou  de  plusieurs  circonférences. 

Mais  si  l'on  suppose  7'  <^i5  je  dis  qu'on  aura  Ôz:=^6  pour 
p  =:  oc  -r-  2  71  comme  pour  p  .=  a]  car  la  formule 

I  —  7' ces» 

cos  G  = 


V'  I  —  2  rcosp  -f-  r^ 

fait  voir  que  si  l'on  a  /'<^i,  cosô  reste  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  p.  Donc  l'extrémité  mobile  de  l'arc  varia- 
ble (5j  mesuré  à  partir  d'une  origine  fixe  sur  un  cercle,  se 
trouvera  toujours  dans  le  premier  ou  dans  le  quatrième 
quart  de  cercle,  et  puisque  son  sinus  et  son  cosinus  re- 
prennent pour  /?  =  a  -h  2  7r  leurs  valeurs  pour  p  =  a, 
l'arc  9  lui-même  reprendra  pour  ;:>  =  a  H-  2  7r  la  valeur  ê 
qu'on  lui  avait  assignée  pour  p  =  a. 
Ayant  posé 

I  —  z=:p(cos6  H-  y/— 1  sine)  =^e^^^\ 
on  a 

I(l-2)zr_-:Ip-^-ôv/^, 

et  la  formule  (II)  nous  donne 

0 

équation  qui  revient  aux  suivantes  :  \ 

I  I       1  (y/ 1  —  2  r  cosp  -r  rA  dp  =  o, 

II  —  rsmp 

f     1        arc  tan  £? dp  z=zo. 

l  Jo  i- rcosp 

DÉVELOPrEMENT    DES    FONCTIONS. 

486.   M.  Caucliy  a  fait  servir  la  formule  (I)  au  déve- 
loppement des  fonctions  en  séries,  et  il  en  a  déduit  les  con- 
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ditions  sous  lesquelles  ces  développements  sont  conver- 
gents. Il  est  arrivé  aiusi  à  ce  théorème  remarquable  : 

Une  fonction  F(x)  d'une  variable  x,  réelle  ou  ima- 
ginaire, peut  être  développée  en  série  convergente  sui- 
vant les  puissances  entières  et  j)ositives  de  .r,  tant  que  le 
module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequella  fonction 
ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

D'après  ce  théorème,  pour  la  démonstration  duquel 
nous  renverrons  aux  ouvrages  mômes  de  M.  Cauchy,  les 
fonctions 


%mx,     <?^*,     c()s(i 


,2^ 


;> 


et  leurs  dérivées  premières,  ne  cessant  jamais  d'être 
finies  et  continues,  seront  toujours  développabîes  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Mais  les  fonctions 

I  ,T 

,      _______      l(i  —  a:),      arc  tangx, 


et  leurs  dérivées,  cessant  d'être  continues  quand  le  module 
de  X  devient  égal  à  l'unité,  ne  seront  développabîes  que 
si  ce  module  est  moindre  que  l'unité.  Les  séries  obtenues 
pourront  devenir  et  deviendront  en  efl'et  divergentes  si  le 
module  de  x  surpasse  l'unité. 

I 
Enfin  les  fonctions  \x.  e^,  cos  -  devenant  discontinues 

X 

avec  leurs  dérivées  pour  x  =■  o,  et  par  conséquent  lorsque 
le  module  de  x  est  le  plus  petit  possible,  elles  ne  seront 
jamais  développabîes  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

487.  Les  dérivées  des  fonctions  que  nous  venons  de 
nommer  deviennent  infinies  et  discontinues  en  même 
temps  que  ces  fonctions.  S'il  en  était  toujours  ainsi,  on 
pourrait,  dans  l'énoncé  du  théorème  général,  omettre  la 
condition  relative  à  la  dérivée  première-,  mais  on  n'a  pas, 
à  cet  égard,  une  certitude  suiiisante. 
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DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. DÉFINITION,  PROPRIÉTÉS 

DE    l'intégrale    de    PREMIERE    ESPÈCE. 

488.  On  nomme  intégrale  eiiléiienne  de  première  es- 
pèce et  l'on  représente  par  B  (/?,  q)  l'intégrale 

(i)  /    xP-'[\  —  x)l-'dx, 

dans  laquelle  p  el  g  désignent  des  nombres  positifs.  On 
verra,  comme  précédemment  (460),  que  l'intégrale  (i) 
aurait  une  valeur  infinie  si  p  ou  q  était  négatif. 

Vintégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  est  l'expres- 
sion déjà  considérée  (460,  463) 

T  [n)  =  I       e'-''x"-'dx  z=         M  -  J       dz» 

489.  L'intégrale   de  première  espèce  peut   se  mettre 
sous  l'une  des  deux  formes 


TT 
/»  2 


r  "^     yP-'  dr  1    ^ 

/      ,.    ,   ^1,'      ^/     (sine)'f-(cos9)'î-'d9, 

en  posant  x  ^==  -^ dans  le  premier  cas,  x  =  sin^  9  dans 

le  second. 

490.  L'intégrale  de  première  espèce  est  une  fonction 
symétrique  de  p  et  de  q -^  car  si  l'on  pose  x  ^  i  — y,  on  a 

B{p,q)=:f  (i-j)^-'jî-^J--B(^,y;). 

On  a  donc 

(2)  B(/.,  7}=B(r/,/,). 

491.  On  peut  diminuer  d'une  unité  chacun  des  expo- 
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sants  p  et  g.  Car,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

xP{i—x)l-Ulvz= ^ —  -f- -   /  xP-'{i—x)l-'[\—x)dx 

^^xP{i-x)l  _^p    r  ^_.(j_^jj_,^^_^_^   CœP^i-xy-^dx; 

donc,  en  prenant  pour  limites  o  et  i, 

d'où 

(4)  Bi>4i,7)=^^7;^B(/.,  7); 
on  aura  de  même 

(5)  Iî(/.,7  +  .)  =  ^^B(/p,7). 

RELATIONS    ENTRE    LES    INTÉGRALES    DE    PREMIÈRE 
ET    DE    SECONDE    ESPÈCE. 

492.  Toute  intégrale  de  première  espèce  peut  s'expri- 
mer au  moyen  de  deux  intégrales  de  seconde  espèce. 

En  effet,  si  dans  l'intégrale  F  [p)  on  change  x  en  j)  ^, 
on  aura 

T(p)  =  2.  e-yy^P-WIf. 

J  0 

On  aura  aussi 

T[q)  =  i  I      e-'^'x^l-'cix', 

1/0 

donc  ^ 

/       e-'^'—y'x'i-yp-'dxdf, 
o      Jo 

Le  second  membre  représente  le  volume  compris  entre 
la  surface  qui  a  pour  équation 

et  les  plans   coordonnés  5    en  prenant  des   coordonnées 

Sixura.  —  ^«.,11.  3 
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polaires  /•  et  6,  ce  volume  sera  encore  représenté  par 

2.1     (sinG)^/'-' (cosô)-?-' J0  X  2  /       e—-- r'^P-^'^i-^  dr. 


'.  j     (sinG)2/'-'(cos9)-î-' J0  X  2  / 
J  o  Jo 


Or,  le  premier  facteur  est  égal  à  B  [p,  q)   (489),  et  le 
second  à  F  (;?  -f-  ^7)  ^  on  a  donc 

T{p)T(q)=:B[p,q)T{p-V-q), 

d'où 

493.  Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  prccé- 

j  II 

dente  on  pose  x  =■  -•>  on  aura 


i 


II 
a 

^  uF-^   {a—u)<l-'  du         r{p)T{q) 


aP-^         a'i-^  a  ^{p  -+-  q)  ' 

d'où 


INTÉGRALES    MULTIPLES    QUI    s'eXPRIMENT    A    l'AIDE 
DES    FONCTIONS    F. 

494.  La  formule  (2)  est  un  cas  particulier  d'une  for- 
mule plus  générale  au  moyen  de  laquelle  on  exprime  par 
des  fonctions  F  l'intégrale  multiple 


m-"" 


j'î-' z'— '  ...(a  —  x  —  J  —  z.  .  . y-^ dxdydz . . . 


étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x^j^  z-,-  -  - ,  qui 
satisfont  à  l'inégalité 

X  -[-  y  -'r  z  -\-  .  .  .  <C  (^- 

En  effet,  soit,  pour  fixer  les  idées,  l'intégrale  triple 

xP-^dx  I  p~^dj  I  Z'-'  (a—x—x-  zy-^dz. 

0  Jo  t/o 
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J'intègre  d'abord  par  rapport  à  z,  et  j'ai  pour  résultat 

/  N,-^,      T(r)r(s) 

Multiplions  ipar  j'^~^dj  et  intégrons   par  rapport   à  j 
depuis  j  =  o  jusqu'à  J  =  a  —  x,  nous  aurons 

^  ^  r[q-t-r-hs)     rir-i-s) 

OU 

Enfin,  multiplions  par  x^~'^ clx  et  intégrons  de  x  =  o 
à  X  =  <2,  il  vient 

(I)  A  =. ..-.™  L^/-)rf^)r(.)rM^ 

Si  dans  celle  formule  on  fait  5  —  i,  «  =  i,  on  aura 


,,-,^„-,,,-,,ferf^^,_    r(y,)rf,)r(.) 


Tintégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  .r,/,  z  qui  satisfont  à  l'inégalité 

495.  De  là  on  déduit  la  valeur  de  l'intégrale 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  x,j,  z  pour  les- 
quelles la  somme  (l'^^^- (^:^yV  (^y' est  inférieure, 
ou  au  plus  égale  à  i.  Car  en  posant 

©"-•  (i)"=-  ©'='■ 

rinlégralc  cherchée  devient 

3. 
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avec  la  condition  'i  -i-  ri  -h  ^  <^  i .  Donc 


aPblc'-'^\r^)^\^)^\y) 


(2) 


(3       7 


APPLICATIONS    A    LA    HECHERCHE    DES    VOLUMES 
ET    DES    CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

496.  La  formule  (2)  permet  d'obtenir  le  volume  compris 
entre  les  plans  coordonnés  et  la  surface  dont  l'équation  est 


3"-(iy-©''^ 


Par  exemple,  en  faisant  a  =  fî  =  y  ==  2,  p  r=  ^7  =  /-  =  t , 
l'intégrale  désignée  par  B  (495)  représentera  le  volume  V 
du  8^  de  l'ellipsoïde  dont  les  axes  sont  2«,  2^,  2c.  On 
aura  donc 


I 
r 

.  ",2 


nbc   I 
V  = 

mais  (461) 


2 


d'ailleurs  (492,  471) 

donc 

6 

497.  Si  l'on  demande  les  coordonnées  x^^y^^  z^  du 
centre  de  gravi  té  de  ce  volume,  il  faudra  prendre  la  formule 


-SfS' 


dxdjdzy 
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ell'on  aura,  en  faisant  a  =  p)  =  y  =  i,  p  =  2,  q  =  r  :^i, 

d'où 

3 

.,3  3 

On  trouverait  de  la  même  manière  j-j  =  -  Z? ,  z^  =  ^  c. 


EXERCICES. 

4 .  Démontrer  la  relation 

n  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 

Jo        [■^'  +  /i)'''-'  /r(i+/^)"    r{a-\-b)' 

3.  r^^rf.=!!,. 

t/o    y/ 1  —  x^  ^ 

4.  jrT(""»-)..-v^ 
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QUARANTIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES   TOTALES 
ET  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 

Condition  d'intégrabilité  et  intégration  dans  le  cas  de  deux  variables.  — 
Extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables.  —  Équations 
différentielles.  —  Définitions.  —  Équations  du  premier  ordre. —  Sépa- 
ration des  variables.  —  Équations  homogènes.  —  Équations  rendues 
homogènes. 


COJSDITION    d'iNTÉGRABÏLTTÉ     DES    FONCTIONS    DE    DEUX 
YAKIABLES. 

498.  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mrix  -f-  iSdj  H-  Vdz.  .  -  ,  c'est  chercher  une  fonction 
de  oc,  y,  z...^  dont  celte  expression  soit  la  différen- 
tielle totale. 

Une  différentielle  relative  à  une  seule  variable  a  tou- 
jours une  intégrale  (I,  320)^  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  d'une  fonction  différentielle  de  plusieurs  variables, 
et  certaines  conditions  doivent  être  remplies  pour  qu'une 
telle  expression  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction. 
En  effet,  si  u=f[x^j),  on  a 


du  ■=--  -—  dx 
dx 

du 

dy. 

et 

dx 

4 

dy 

dj 

dx   ' 

' 

donc, 

.  si  Mdx 

-f- 

IScIf  représente  ] 

la  différ 

entielle 

totale 

delà 

fonction 

M, 

on  aura 
M  =  -— ) 

Nr= 

du 

ly 

et 

(I) 

dM  __ 
dv 

r/N 
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î/expressîon  Mdx  -f-  Nr/y  ne  pourra  donc  être  intégrée 
si  cette  relation  n'a  pas  lieu. 

499.  Si  la  condition  (I)  est  remplie,  Mrlx-h^ rfy  sera 
la  différentielle  totale  d'une  fonction  ii.  En  d'autres 
termes,  il  existera  une  fonction  u  telle  que  l'on  ait 

d.T  dy 

En  effets  cherchons  une  fonction  u  telle  que  l'on  ail 

(i)  da  =  Md.x  -\~  Nf/r. 

La  fonction  cherchée,  devant  avoir  Mrîx  pour  différen- 
tielle par  rapport  à  x,  sera  égale  à  l'intégrale  de  Mdv 
augmentée  d'une  quantité  tp  [y)  indépendante  de  x,  mais 
fonction  de  j;  u  sera  donc  de  la  forme 


?{y)y 


. ,  dn 

manière  que  — - 


-=j 

Mdx  -ir  'f(j)  =<J 

en  posant  ( 

^=r.ÇMdx, 

Il  reste  à 

[  déterm 

iner  ^(j)   de  i 

Or,  on  a 

du       dv       d(sf 
dy       dy        dy 

d'où 

dy                 dy 

On  voit  par  là  que  N  —  —  ne   doit  pas  contenir  x\ 


On  aura  donc 


ou 


d.T. 


dv  dv 

dx  dx  dy     -::-   dy 
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On  retrouve  ainsi  la  condition 

dx  dy 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

.M=/(»-J)*. 

et,  par  suite, 

(2)  11=  Çudx  -4-  r  ^N  —  ^^  dy. 

Exemple  : 


du 
On  a  : 


ri__i^i,..+  r_!:^ i],,,. 


dW  iY.r  dis 


df               {'■^■—Jf         dx'' 
11=  lMdx-\-^{y)=]x^-^ h<?(j); 

j  ^     y 

du        dv         d'if         1  .Tj  —  y"^        d(^  jr*  i 

dy~~  dy        dy~~   [x—yf  dy~  {x—yf        j' 

^r=l--,        ç,::=j_lj+C; 

^(r  y 

xy  ,  •'^        ^ 

u  —  — l (_  1  _  +  c. 

^— J       y 

EXTENSION    AU    CAS    DE    PLUSIEURS    VAUIABLES. 

500.  Soit 

M  dx  -h  N  dy  -{-Vdz^^du, 

c'est-à-dire 

du       ,,       du       ^^        du       ^ 

dx  dy  dz 


on  aura 


,  du  du  ,du            du  du         ,  du 

d—  d-j-  cl—-        d—  d—        d—- 

dx  dy            dx dz             dy dz 

dy  dx            dz           dx  dz  dy 
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ou  bien 

(U)  dM_d^        dM_dP        r/N_^P 

dy  d.T  dz         de  dz         df 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  formule 
proposée  soit  inlégrable. 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
la  formule  proposée  est  intégrable.  En  effet,  cherchons 
une  fonction  u  telle  que 

(l)  du  =  Udx^l!{dx  -\-'9dz. 

Puisque  la  différentielle  de  w,  par  rapport  à  x,  doit  être 
Mclx,  on  aura 

uz=      Mdx  4-  çp  {y,  z)  =  p  H-  ç  (  j,  3), 

en  posant  i^  ==  I  Mdx. 

Maintenant  il  faudra  que  l'on  ait 


c'est-à-dire 


du  du 

^  =  «'   :n  =  ''' 


dv         dm        ^,         dv         d(D        _ 
df        df  dz        dz 


ou  bien 

i=:N—  — ,        ^  — P—  — . 
df  df        dz  dz 

Or,  -^  et  -^  ne  doivent  contenir  que  y  et  z,  par  hy- 
pothèse 5  donc  on  aura 


—  o, 


"l^-:^) 

n^-ij 

dx           -"■ 

dx 

ou 

(2) 

dx  ~  d/  ' 

dP       dM 
d.v          dz 
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En  ouire,  la  fojîclion  cp  doit  satisfaire  à  la  condition 


,  d(S) 
d  —-■- 

(IZ 

dz 

dy    ' 

ou 

aura 

donc 

d\ 

( 

N 
\ 

dy  1 

•'(- 

dz] 

HZ 

^^/ 

ou 

(3) 

dN 

lu 

_  d^ 

Si  les  trois  conditions  (2)  et  (3)  sont  remplies,  il  exis- 
tera (4'99)  une  fonction  co  dej^  et  de  z  telle,  que 

d^  zrs.  {  N  —  ~  ]  dr  -f-  (  P  - 


(-S)* -(-4:)"=. 


et  l'on  aura 

502.  La  méthode  précédente  s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  En  général, est  le  nombre 

des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  Fintégra- 
bililé  d'une  formule,  Ji  étant  le  nombre  des  variables. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.  DÉFINITIONS. 

503.  On  nomme  équation  différentielle  du  n'"""'  ordre 
une  relation  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette 
variable,  et  les  dérivées  ou  différentielles  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  jusqu'au  n'"""'  ordre  inclusivement. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  sera  donc  de  la  forme 

dV 

En  la  résolvant  par  rapport  à  --5  on  aura  une  ou  plu- 
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sieurs  équations  de  la  forme 

-  -  zr:r/(x,  J ) ,       OU        M  dx  --  ^dyz=r.O 

M  et  N  étant  des  fonctions  connues  de  x  et  de  y, 

IJVTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    ORDRE.   

SÉPARATION    DES    VARIABLES. 

o04.  L'intégration  s'effectue  immédiatement  quand  les 
variables  peuvent  être  séparées,  c'est-à-dire  quand  il  est 
possible  de  mettre  l'équalion  sous  la  forme 

(p(.r)  dx  —  -h  \y]dy; 
on  aura 


L  (.r)  dx  ■=   U  (j)  dy  +  C. 


C'est  ce  qui  arrive  si  l'équation  est  de  la  forme 


2  =  ?W^(r): 


on  sépare  les  variables  en  écrivant 


o  [x)  d. 


X 


505.  Exemples  : 

I  °  jc'"  dx  4-  r "  dy  =  o , 

~ h  ~ —  =  c. 

/;/-{-  1        /i  -h  I 

2°  .r^  j^-  __  j^  _l_  ^  j  ^jy, . 

cette  équation  revient  à 

dy  dx 

y  -r-  a  ~~  X' 
On  en  déduit 

\(y^a)^C-U 

X 
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ou 

30 

xydx  —[a  —  x)[y—  b)dy, 

d'où 

y~h,         ^^dx 

y  a  —  X 

On  en  tire 

ÉQUATIONS    HOMOGÈNES. 

506.  On    peut   encore    séparer  les   variables  lorsque 
l'équation 

(i)  ]\Wx  +  ]\r//  =  o 

est  homogène^  c'esl-à-dire  quand  M  et  N  sont  des  fonc- 
tions homogènes  et  du  même  degré  des  variables  x  ciy. 
On  a,  dans  ce  cas^  m  étant  le  degré  de  riiomogénéilé, 

M  =  x'>  /"•- j ,      N  =  z'".];  (  -  I . 
L'équation  différentielle,  divisée  par  x""^  devient  donc 

Si  l'on  pose 

Y 

—  r=:z,      d'où     dy  z=z  X dz -\-  z  dx  j 


Féquation  (2)  deviendra,  en  divisant  par  j:[cf(z)  + zd(-'^)]  : 

(3)  ^  +  _iM^^o, 

d'où 

■^{z)  dz 


,XH-/ 


<j)(2j   -\-Z-^[z) 


—  C, 
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507.  Exemples.  —  i^ 

(  I  )  xdj  —  j(U  =  d.v  sj x'^  -h  j^ 

Cette  équation  est  homogène  et  du  premier  degré.  En 
appliquant  la  méthode  précédente,  on  la  ramène  d'a- 
bord à 

dx  dz 


v'i 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 


ou 


^r 


ce  qui  donne,  en  remplaçant  z  par  ->  et  en  faisant  dispa- 
raître le  radical, 

(2)  a-2  zzr  2 rj -{- c^ 

On  parvient  à  l'équation  différentielle  (i)  quand  on  ré- 
Fig    ,10,  sout  ce  problème  :  Trouver  une 

courbe  MNP  telle,  que  le  rayon 
vecteur  OM  soit  égal  au  seg- 
ment OT  compris  entre  l'ori- 
gine et  le  point  oii  la  tangente 
MT  rencontre  Taxe  des  j.  D'c- 
près  l'équation  (2),  cette  pro- 
priété appartient  à  toutes  les 
paraboles  qui  ont   pour  axe  la 

droite  Oj  et  pour  foyer  le  point  O. 

2°  xdx  -{-  jdy  ^:z  1  nj dx. 

On  trouve 


\x  -\-     -^  =  C, 

J    y  —  inz-\-z' 
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OU 

dz 


1^+  -l(i  —  Q.nz  -l-zM  -f- 

2 

Quand  /f  =  I,  on  arrive  à  l'équation  intégrale 

rr 

(x  —  j)  ^•^^^-  z=z  C. 

3»  /r''-=7- 

En  différentiant,  on  a 

rdx  :=:  '- ? 

^  .V- 

équation  homogène  dont  l'intégrale  est 

4°  [mx  -{-  nj)  dx  -i  -  {px  -\-  qy)  dy  z=o. 

On  a 

J  m  -h  [n  -h  p  )  z  -+-  qz- 
et  l'intégration  peut  toujours  s'achever. 

ÉQUATIONS    QUE    l'oN    PEUT    RENDRE    HOMOGENES. 

508.  On  peut  quelquefois  rendre  homogène  une  équa- 
tion qui  ne  présente  pas  ce  caractère.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  l'équation 

(i)  (a  H-  mx  -+-  nj)  dx  -{-  [b  -r-  px  -h  qj)  dy  z=.  o. 

En  posant 

on  a 

(a  H-  ma.  -1-  «  6  +  mx' -\-  ny')dx->r[b  -f-/Ja  -\-q^-\-px' -^  qy')  dy' . 

Il  suffira,  pour  rendre  cette  équation  homogène,  de 
poser 

«  4-  w  a  -h  /2  6  ==:  G  , 


b-\-pct.-\-q^z=zQ 
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d'où  l'on  tire 

hn  —  an  ^        np  —  hm 

a—  -^        Srn:  ? 

mq  —  np  mq  —  np 

et  il  restera  l'équation 

(2)  [mx'  +  ny')  dx'  -f-  [px' -\-  qy')  df'=o, 

509,  Cettetransformationest  impossible  si  m<y — np=o. 
Dans  ce  cas,  on  a  ^7  ==  — ,  et  l'équation  (i)  devient 

m  [a  -h  mx  -\-  nj)  dx  +  [mb  -f-  [mx  -f-  nj) p'\  dj  =  o. 

On  poso 

mx  -T-  ny  ■=:  2, 
d'où 

dz  —  m  dr. 

il  en  résulte 

dz  —  m  dx 

m  [a  -h  z  j  dx  -\-  [ bm  -f- pz ) :  —  o 

et 

(  bm  H-  pz  )  dz 

(3  mdx= ^ -^~-^~^- -, 

^    '  bm  —  an  -\-  [p  —  n)z 

équation  où  les  variables  sont  séparées. 

Si,  en  même  temps  que  mq  —  np  =.  o^  on  a  q  zz^  o, 
il  faut  que  n  oup  =  o,  et  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement. 

510.  L'équation  (i)  peut  encore  s'intégrer  en  posant 

a  4-  mx  -h  ny  =z  u,      b  -h  px  -^  qy  -sz  v  ; 
l'où 

mdx  -\-  ndy  ■=^  du,     pdx  -r-  q  dy  z=.  di>. 

Les  valeurs  de  x^y,  dx^  dy,  tirées  de  ces  équations  et 
substituées  dans  la  proposée,  conduisent  à  une  équation 
homogène  en  u  et  v. 
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EXERCICES. 

1 .  Intégrer  V équation  différentielle 

SOLUTIOxN  : 

{j^-3x/-x^)^  L2^r-(v/T3  +  3)^J 

2.  (3j^x-|-2x^)<:Ar  ^j^z-^)- =  o. 
Solution  : 


Solution 
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QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER 
ORDRE. 

ÉquationsHnéaires.  —  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  linéaires. 
—  Problème  de  de  Beaune.  —  Problème  des  trajectoires.  —  Équations 
du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque.  —  Cas  où  l'équation  ne 
renferme  pas  explicitement  les  variables,  ou  l'une  des  variables. —  Cas 
où  réquation  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables 


ÉQUATIONS    LIJ.'ÉAlPtES. 

511.   On  appelle  équation  linéaire  du  premier  ordre 
une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  x.  Pour 
l'intégrer,  on  pose 

d'où  l'on  lire 


,    ,  dz        (du 


-f-P«     s  —  Q. 


On  peut  prendre  à  volonté  un  des  facteurs  de  r  :  es 
posant 

(3)  ^|h-P„  =  o, 

r  équation  (2)  se  réduit  à 

d.t: 
L'équation  (3)  donne 

(Ut  r 

—  ^— P^-Zr,      d'où     Iwzz;—   \Vdx.      ou      «  — d?-/''"'^. 
«  J 

Stuum.  —  An. y  II.  X 
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On  n'ajoute  pas  de  constat! te  à  cette  intégrale,  parce 
qu'il  suffit  qu'une  valeur  particulière  de  u  satisfasse  à 
l'équation  (3). 

En  remplaçant  u  par  c~^^'^''  dans  l'équation  (4),  on 

aura 

dz 

7lx 


^-  ==  Qe/P^^,     d'où     z  —  JQeS^'d.^^^  +  c^ 
-SVdJ    fqeS^<i--dx-hC 


et,  par  conséquent, 
512.  Exemples. 


(ir 
dx 


X  =  e  -/'^^  [    j  x'e  Sd^  dx  +  C 


OU 

j  =  Cf?-^-f-^'—  3x^-f-  6x  —  6. 


V  dr 

2°  i\-\-xA  ~ —xy=za, 

dx 


Ici 


= :  ,       -    /  PJ^  =: =  1  v/l 

I  -h.r-  J  J   I  -H.r-  ^ 


p  — . ,      _   /  ]^dx  —  I =  1  v/i  4-.^' 

donc 

f*     ad.v  ~\ 


Mais 


donc 


/ 


J  =  «jc  H-  C  y/ 1  -j-x\ 


ÉQUATIONS     QUI     SE    RAMÈNENT    AUX     ÉQUATIONS    LINÉAIRES. 

513.  On  ramène  aux  équations  linéaires  les  équations 
de  la  forme 
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OU 

dy 


En  effet,  si  l'on  pose    '  =^  z,  d'où  y'"  dj  =  dz  ^  on 

aura  l'équation  linéaire 

^  +  (,-«)P.=.Q. 

514.  On  peut  encore  opérer  directement  sur  l'équation 
proposée  comme  on  l'a  fait  au  n°  51 1 .  En  posant  y  =^  uz^ 
on  aura 

du  \ 

-h  Vu]  —  Qu"z"y 


dz  fi 


doc 
îquation  qui  se  partage  en  deux  : 


du        „  dz 

On  en  tire 


-—  4-Pw  =  o,      -— —  Qa«-«:;«, 
dx  dx 


u  =  e-S^dx^      ^  ^  qei'—)S^^-dx, 


z'-''=(i 


et  enfin 


—  n}{  jqe(^-"^SP^-dv-hc\ 


515.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(i)  ^-HP7  =  Q7^  +  R, 

quand  on  en  connait  une  intégrale  particulière.  Soit  u 
une  fonction  qui  satisfasse  à  cette  équation  sans  renfer- 
mer de  constante  arbitraire.  Posons  j)^=:  zi -!- ;j,  il  vient 


du        dz 

4-  Pm  +  P3  =  Qtt'-J-  2QUZ  -r-Q3-+I 

4- 
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mais  on  a,  pcr  hypothèse, 

l'équation  (î)  se  réduit  donc  à 

(2)  ■£  -}-(P  —  2Q«)z==:Qc^ 

qu'on  sait  intégrer  (513). 
Par  exemple,  l'équation 

dx 
est  satisfaite  par  j  =  ^5  et  se  ramène  à  l'équation 

dx 

Si  l'équation  renfermait  une  puissance  de  j  supérieure 
à  r%  la  même  substitution  ferait  disparaître  R,  mais  elle 
introduirait  de  nouvelles  puissances  de  z. 


PROBLEME    DE    DE    BEAUJNE. 

516.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  sous-tangente 
soit  à  V ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à  la 
différence  entre  V ordonnée  et  V abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dy y  —  X 

dx  a 

OU 

dy         ï       I 

dx~  'â'^  '~~~  a'^' 

équation  linéaire  et  du  premier  ordre.  En  appliquant  la 
formule  du  n"^  511,  on  trouve  pour  intégrale 

{-) 
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Celte  ëqualion  se  simplifie  quand  on  prend  pour  axe 
Fig.  I II.  des  x'  la  droite  qui  a  pour  équa- 

tion 

enconservantlemême  axe  des  j  ; 
les  formules  de  transformation 
sont  dans  ce  cas 


■J' 


v/2 


V2 


et  l'équation  de  la  courbe  devient 

x' 


PROBLEME    DES    TRAJECTOIRES. 


517.    Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle 
donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans  V équation 

(l)  F(.r,jr,  rtr)  — o, 

a  étant  un  paramètre  variable. 


Fig.  112, 


Soient  X  ely  les  coordonnées 
du  point  M  commun  à  l'une  des 
courbes  AB  et  à  la  trajectoire 
CD,  m  la  tangente  de  l'angle 
donné,  enfin  T'  et  T  les  angles 
que  les  tangentes  à  la  courbe  AB 
et  h  la  trajectoire  au  point  {oc^j) 


font  avec  l'axe  des  x\  on  a 

tangT —  tangT' 


m  =3 


Mais 


lang  l  langl' 


tan,T=--^, 


tani^T' 


(ix 
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donc 

djr  dj:\  dy         dx 

^  ~7ùc  7f  1  ^  di  ~^  TIf' 

dy  /  dj 

OU  encore 

/r/F        dV  dy\         dF        dFdr 
\(iy         dx  dx j         dx         dy  dx 

L'éiimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera 
l'équation  différentielle  du  lieu. 

518.  Soit,  par  exemple, 

j"  =  axP. 
On  aura 

(dy\  dy 

Si  l'on  élimine  «,  après  avoir  multiplié  la  dernière  équa- 
tion par  cT,  on  aura,  en  divisant  parj^"~^, 

dy  \  dy 


ou 


„(,„+/,;.__       _„,-^+/,^.  =  0, 


[inpy  —  nx)  — \-  mnx  -\-  py  z=o, 

équation  liomogène  que  l'on  sait  intégrer. 

En  particulier,  si  Ton  suppose  n  =  p  ==i,  c'est-à-dire 
si  Ion  demande  les  trajectoires  des  droites  représenlées 
par  Téquation 

yzzzax, 

l'équation  différentielle  sera 

m  (  X  dx  -T-  ydy)  -\-  y  dx  —  xdy  ■=:  o\ 
divisée  par  x'^-\-y'^  et  intégrée,  elle  donne 

m \[x'^  +  y^y  =z  arc  tang  -  -j-  C , 
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et,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

ni\r=zO-\-C,      ou     r=z€    '"    ^ce'". 

Donc  les  courbes  qui  coupent  sous  le  même  angle  toutes 
les  droites  menées  par  l'origine  sont  des  spirales  logariih- 
miques  semblables,  ayant  cette  origine  pour  point  asymp- 
totique. 

519.  Le  problème  des  trajectoires  se  simplifie  quand 
l'angle  donné  est  droit.  Dans  ce  cas,  les  trajectoires  sont 
dites  orthogonales^  et  l'équation  différentielle  résulte  de 
l'élimination  de  a  entre  les  deux  équations 

Ainsi,  dans  l'exemple  du  n^  518,  il  faut  éliminer  a 
entre  les  équations 

j"  =  aœPy      nj"~^  -^ paxP~^     -  =  o, 


ce  qui  donne  l'équation 


"^  +  ^-'';Zi"^°' 


r/j 
rijc  -t-  py  - 
< 

dont  l'intégrale  est 

/ZX '  +  />•/ ^  ==:  C. 

Suivant  que  n  et  p  seront  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  cette  équation  représentera  une  infinité  d'el- 
lipses ou  d'hyperboles  semblables  et  concentriques. 

Si  l'on  se  proposait  de  chercher  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  courbes  données  par  l'équation 

on  devrait  évidemment  retrouver  Téquation 

j"  ■=:  axP 
dons  laquelle  a  est  une  constante  arbitraire. 
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ÉQUATION    BU   PKEMIER   ORDRE  ET   d'uN   DEGRÉ  QUELCONQUE. 

CAS    OU  l'équation   ne   contient    pas    EXPLICITEMENT 

X   ET  J, 

520.  Soit 


ou,  e 


dy 


,^n  posant  ;^=p, 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  d'un  degré 

dy  . 

quelconque  par  rapport  à  --•  S'il  est  possible  de  la  ré- 
soudre par  rapport  à  -~-7  on  aura  une  ou  plusieurs  équa- 
tions du  premier  degré  que  l'on  tâchera  d'intégrer. 
521.   Si  Téqualion  se  réduit  à 

et  qu'on  puisse  Ja  résoudre  par  rapport  à  p^  on  aura  plu- 
sieurs valeurs  de  p  : 

p  —  CL,      p  —  rj!^      p  —  a'', ...  ; 
de  là  les  solutions 

y  :=  (xx  ->-  C,       Y  =  ^'^  +  C, .  .  . , 
compkises  dans  l'équation  unique 

On  ne  diminue  pas  la  généralité  de  cette  intégrale  en 
admettant  que  la  môme  constante  arbitraire  C  entre  dans 
tous  les  facteurs  :  l'équation  précédente  peut  alors  s  écrire 

ou  bien 
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résultai  qu'on  obtiendrait  encore  en  éliminant  a  entre  les 
équations 

F(a)  =  0,      y  z=zcx.x  -h  C» 


Exemple. 


on  aura 


O' 


d'où 

j  =  du  o.v  -\-  C. 

ÉQUATIOKS    QUI   J\'E    REJNFERMENT    PAS  l'uWE  DES    VARIABLES. 

522.   Supposons  maintenant  que  l'équation  diiïéren- 
tielle  ne  renferme  pas  j^  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

Si  l'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  -—  et  en  tirer 

on  aura  j=  \  f  [x)  clx^  et  le  problème  sera  ramené  à 
une  quadrature. 
Exemples. 

On  en  tire 


'ï-^^-- 


dy 
dx 

=  dz  I  sjaxdx  zzzzd^  —  x  sjux  H-  C, 


on 


(y—  CY—-ax^=zo, 

dy"^        ,  dy 

-^ {a  -\-  x]  — \-  ax  z=:  o. 

dx'        ^  '  dx 
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On  déduit  de  cette  équation 

dx  dx.  ' 

d'où  les  deux  solutions 

j-  =:  «^  -f-  C,     y^ 1-  C. 

^23.  Si  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à,  p  mais  qu'on  la  puisse  résoudre  par  rapport  à  x,  on 
aura 

(0  ^-/(/^), 


d'où 


ou 


dy  ~ pdx=p. df[p), 
y=  fp.df(p)-^C, 


on  aura  l'intégrale  en  éliminant  p  entre  les  équations  (i) 

et  (2). 

524.   Si  l'équation  différentielle  ne  coniient  pas  x  et 
qu'on  puisse  la  résoudre  par  rapport  à  j,  on  aura 

.,    ,        ,         <f(p)        f'{p)dp 

y^f{p),    d.x=-——^ — -^^ — , 

d'où 


j     p 


CAS    OU     L* ÉQUATION     PEUT     ETRE    RÉSOLUE    PAR    RAPPORT 
A    l'une    DES    VARIABLES. 

52o.  Si  l'équation  contient  x^y  et  /?,  et  qu'elle  puisse 
se  résoudre  par  rapport  à  l'une  des  variables,  j^  par  exem- 
ple, en  sorte  que  l'on  ait 

yz:zzf{.x,p), 
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on  aura 


djy     ou     pdx 


dx  dp 


Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation,  qui  est  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  la  relation  chercliée  s'obtien- 
dra en  éliminant  p  entre  l'équation  intégrale  et  l'équa- 
tion j  =:/(x,  ^). 

526.   Prenons  pour  exemple  l'équation 

qui  ne  renferme  ^  et^  qu'au  premier  degré.  On  a 

p  dx  —  xf  (p)  dp  +/  [p]  dx  -h  (f'  {p  )  dp, 
ou 

dx    ,        /'(/.)  ^'{p) 


^P    '   f(P)  —  P 
équation  qui  donne  (51  d  ) 


f[P)-P 


N 


x  =  -e    J  Ap)-f     LjJpLJ  Ap)-P,nj^c 
IJ  Ap)~p 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  aura 
l'intégrale  demandée.  Ordinairement  cette  élimination 
n'est  pas  praticable,  parce  que  l'équation  (2)  contient  des 
fonctions  transcendantes  de  p  ;  mais  alors,  en  donnant  à  p 
une  suite  de  valeurs  arbitraires,  les  équations  (i)  et  (2) 
détermineront  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  j'^. 

527.  Quand/(;>)  =^p,  l'équation  (2)  devient  illusoire. 
Mais  dans  ce  cas  l'équation  (i)  se  réduit  à 

(a)  j^pa:-h^{p}, 

et  en  difTérentiant  par  rapport  à  x,  on  aura 

pdx  zzz  pdx  +  xdp  -[--  <i^'  [p)  dp  y 

d'où 

dp[x  +  o'{p)]  =  o. 
Cette  équation  peut  être  satisfaite  de  deux  manières  : 
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f/p  ==  o,     d'où    p  =  C, 


1°  en  posant 


et,  par  suite, 
2°  en  posant 

(V)  ^-hcp'(p)=0, 

d'où,  en  éliminant  p  entre  (oc)  et  (y),  on  aura 

W  j=.^f(.r)  +  .^[f(x)], 

relation  qui  ne  contient  aucune  constante  arbitraire  et 
qui  ne  peut  être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  don- 
nant à  la  constante  une  valeur  particulière. 

C'est  ce  qu'on  nomme  une  solution  singulière 

528.  Les  droites  représentées  par  l'intégrale 

sont  tangentes  à  la  courbe  (^).  En  effet,  si  Ton  prend  sur 
la  courbe  un  point  (r,  j^)  correspondant  à  une  valeur  ar- 
bitraire de  /p,  on  a 

Donc,  en  donnant  à  p  une  valeur  quelconque  C,  on  a 

pour  ce  point  de  la  courbe  j  =  Cx  H-  ^  (C)  et  -y^  —  C. 

Donc,  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  qui  a  pour 
équation  j  =  Cx  -h  ^j>  [C). 

529.  Nous  avons  dit  que  ]a  seconde  solution  ne  pou- 
vait être  déduite  de  l'intégrale  générale  en  donnant  à 
la  constante  une  valeur  particulière.  Cela  suppose  que 
^' (p)  n'est  pas  constant.  Si  (^'  (/?)  était  égal  à  une  con- 
stante Z>,  on  aurait 

X  -\-  b  z=o, 

solution  comprise  dans  l'intégrale  générale  en  y  faisant 
C  — 00  et  ~^  —  b. 
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EXERCICES. 

Solution  : 

p  =  C(f —  jc*  —  4-^'  —  3.4.-^^  —  '2.3./\x  ~  1.2.3.4. 

2.  Trouver  les  trajectoires  orthos^onales  des  cercles  inscrits  clam 
un  angle  droit.  Trouver  V asymptote  sans  intégrer.  Prouver  que  les 
trajectoires  sont  des  courbes  semblables. 

dy       dr"^ 

Solution  :  Équation  qui  résulte  de  l'élimination  de  p  entre  les 
équations 

r'-=x-\-ip-\-p^,    ^  =  2/?  +  4  log  (/7  _  I  )  -f-  C . 
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SUITE  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Existence  de  Tintégrale  d'une  équation  ditrérentielle  du  premier  ordre.  — 
Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  intégrable  le  premier  membre 
de  l'éauation.  —  Détermination  de  ce  facteur. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DU    PREMIER    ORDRE 
ADMET    UNE    INTÉGRALE. 

530.   Toute  équation  difTérenlielle  du  premier  ordre 

-^=/(^,  j),     on     M<i^  +  Nr/j  =  o 
dx 

admet  une  intégrale  contenant  une  constante  arbitraire, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  toujours  une  équation  contenant 
07,  j*  et  une  constante  arbitraire  telle,  qu'en  la  différen- 
tiant  et  éliminant  la  constante,  on  retrouve  l'équation 
proposée. 

En  effet,  Fintégration  de  l'équation  proposée  consiste 
à  trouver  une  fonction  de  x^  désignée  parj}'"?  telle,  que  sa 
dérivée  soit  égale  ày(j:,^),  ou,  en  d'autres  termes,  telle, 
qu'en  donnant  à  x  l'accroissement  infiniment  petit  dx^ 
l'accroissement  correspondant  dj  soit  égal  kf[x^y)  dx. 
Puisque  Téquation  différentielle  dj  =  f[x^j)dx  ne 
détermine  que  raccroissement  de  j  ,  on  peut  se  donner 
arbitrairement  la  valeur  de  y  pour  une  valeur  particu- 
lière de  x.  Si  l'on  prend  J  ^=h  pour  x  =^  a,  f  [a^  b)  h 
sera  l'accroissement  infiniment  petit  dej  lorsque  x  pas- 
sera de  la  valeur  a  à  une  valeur  infiniment  voisine  a  -+-  h. 
De  môme,  si  l'on  pose 

a-^h  =  a'     et      b' =  b  -hf{aj  b)  h, 
f[a'^  h')  h  sera  l'accroissement  de  y  lorsque  x  passera 
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de  a'  à  a'-\-li.  En  conliniiaut  ainsi  à  faire  croître  x 
par  degrés  insensibles  jusqu'à  une  valeur  quelconque, 
Téquation  différentielle  déterminera  les  accroissements 
successifs  de  j>^,  de  sorte  que  la  valeur  dej'  correspondant 
à  chaque  valeur  de  x  sera  complètement  déterminée.  Par 
conséquent  y  sera  une  certaine  fonction  de  x,  et  cette 
fonction  dépendra  nécessairement  de  la  constante  arbi- 
traire b  -,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

IL  EXISTE  UN  FACTEUR  PROPRE  A  RENDRE  DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE  LE  PREMIER  MEMBRE  d'uNE  ÉQUATION  DU  PREMIER 
ORDRE. 

531.  On  vient  de  démontrer  que  réquation  différen- 
tielle 

(i)  Udx-^^dy=:o 

admet  toujours  une  intégrale  contenant  une  constante 
arbitraire  G.  Cette  équation  intégrale,  résolue  par  rapport 
à  C,  prendra  la  forme 

(2)  W=r:C, 

u  étant  une  fonction  de  x  eij  qui  ne  renferme  pas  G.  On 
tire  de  l'équation  (2) 


du 

du              du 

-—  r/x  +  — -  dy  z=  0, 
dx               dy 

d'où 

dy 

dx~ 

d^ 

~  Tu 

dy 

dr  ]M 

Or,  l'équation  (i)  donne  —  =  —  — •  On  doit  donc  avoir 


dit 

Tx       M 


Getle  équation  doit  être  identique,  car  s'il  en  était  au- 
trement, elle  établirait  entre  les  variables  une  relation 
en  vertu  de  laquelle  j  serait  une'fonction  de  x  sans  con- 
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stante  arbitraire,  puisque  M,  i\,  —•>  --  n  en  contiennent 

pas.  Or,  à  cause  de  l'équation  w  =  G,  y  doit  dépendre  de  x 
et  de  la  constante  C. 

L'équation  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 

du  du 
dx  dy 
Il  ~  IT  ~  ^' 

en  désignant  par  v  cliacun  de  ces  quotients.  On  lire  de  là 

du  du 

dcx  dy 

donc 

du=zv  [Isldx  -h^dy). 

Ainsi,  il  existe  toujours  un  facteur  p»,  fonction  de  x 
et  de  y^  propre  à  rendre  le  premier  membre  de  V équa- 
tion une  differenliclle  exacte. 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  et  l'intégrale  u  de 
la  diiïérentielle  totale  ^^  {Mdx  +  N<i)^),  u  =  C  sera  l'in- 
tégrale de  l'équation  (i). 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre 
le  prenner  menû)re  de  Véquation  (i)  une  différentielle 
exacte.  En  eflet,  si  nous  multiplions  les  deux  membres 

de  l'équation 

i>  [  M  dx  4-  N  dy  )  =  du 

par  une  fonction  quelconque  de  z/,  9  ("),  il  vient 
vvj[u)  [^Idx  -{-  ^dj)  =  (p  (u)  du  =:  df^  [u]  du. 

Ainsi,  i^c^(ii)  [Mdx-\-^dj)  est  encore  une  différentielle 
exacte,  elle  facteur  v^(u.)]o\ùi  de  la  même  propriété  que 
le  facteur  r. 

Exemple,  xdy  — ydx  =  o.  Cette  équation  donne 

^z=-^",      d'où      r  =  Cx,     ou     ^=.C=:u. 
y         X  "  X 

Le  facteur,  ^^,  le  plus  simple  qui  rend  xr/}^ — jdx  une  dif- 
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férentielle  exacte  est  donc  — •  Tout  autre  facteur,  va^lu], 
est  de  la  forme  —  9  (  -  )  • 

Ainsi  'p(id)  =:  u  donne  le  facteur  ^,  et  l'on  a 

xydy  —  r'^dx  1    r^ 

9  (//)  ■=:  -  donne  le  facteur  —  et 

^  _  1^  _     j  r  ^ 

ç  (//)  ==: donne  le  facteur et 

J?</}^ Y  dx  y 

,   ,    '  ,      =  d  arc  taniî  - . 

533.  Réciproquement  tout  fadeur  V  propre  à  rendre 
Ai  dx  -4-  N  <^/>^  u/ze  différentielle  exacte  est  de  la  forme 
i^o(u).  En  effet,  soit 

\{Mdx-hNdf)^d\]  : 
on  a 

v{Udx  -+-Ndy)~du; 
donc 

dlj  =  -  du. 

Cette  relation  entraîne  les  suivantes  : 

/jx  dlJ^_VdiL        dV  _  V  du 

d.r         V  dx         dy  p  dy  ' 

Soit  u=^f{x,j).  Si  l'on  tire  de  cette  écjualion  la  va- 
leur de  j  en  fonction  de  u  et  de  x,  et  qu'on  la  porte  dans 
la  valeur  de  U,  011  aura 

^  —  wi ">  •^}. 

Stirm.  — ^//    II.  /t 
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Différentiant  cette  équation,  il  vient 


dV        d^h  du 

d.\f 

dx          du  d.r. 

dœ' 

d\S  _  d^  du 

dy         du  dy 

s  relations  (i), 

ces  éqiialioijs 

iloiiiienl 

d-^  _  V        d-^ 
du          V          dx 

=1:  0. 

* 

Celle  dernière  relation  montre  que  x  n'entre  pas  expii- 
ez 4^ 
du 


d-h 

cîtement  dans  la  fonction  ^.  Donc  ^  et  par  suite  —5  ou 


V 

-  5  sont  des  fonctions  de  u.  On  a  donc 

V 

V 

ou 

(2)  V=:«'y(w); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

534.  On  peut  encore  établir  ce  lliéorème  de  la  manière 
suivante  : 

Pour  que  l'équation  différentielle  soit  satisfaite,  il  faut 

que  X  ely  varient  de  telle  sorte,  que  l'on  ait  u=^Ça\  on 

aura  alors  du  =  o,  et  par  conséquent  d\]  r=r  o,  à  cause  de 

V 
la  relation  d\}  =  —  du.  11  suit  de  là  que  U  devra  toujours 

conserver  la  même  valeur  tant  que  u  conservera  aussi  sa 
valeur  G,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  la  fonction  U 
étant  mise  sous  la  forme  ?];(f/,  x)^  x  restait  explicitement 
dans  cette  fonction. 

Le  principe  sur  lequel  repose  cette  seconde  démonstra- 
tion peut  être  généralisé  ;  //,  U,^  étant  des  fondions  d^un 
nombre  quelconque  de  variables^  si  Von  a  d\]  =  qdu, 
on  aura  U  =  op  (w)  ;  car  en  éliminant  une  de  ces  variables. 
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X  par  exemple,  ou  pourrait  écrire 

V  =:  -il  {Uj  X,  Z.  .  .). 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  ^,  z,...  qui  conservent 
à  u  une  valeur  constante,  on  a  du  =-.  o,  et  par  conséquent 
d\J  =  o,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu  si  y,  z,. . .  entraient 
dans  la  fonction  ^. 

535.  Si  deux  facteurs  \  et  s^  rendent  différentielle 
exacte  l'expression  M  r/.r  H- N <^  ,  leur  rapport  égalé  à 
une  constante  sera  Vintéi^rale  de  Véquation 

M^.i  +  ^df=o. 

Car  de 

V 

-  --C,      ou      (f(?i)  —  C, 

on  tire  «  =  c. 

DÉTERMINATION    DU    FACTEUR    t^. 

536.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
V  [^Idx  -'-  Nrfy-)  soit  une  différentielle  exacte  est 

(Ij  dx 

ce  qui  revient  à  l'équation 

^^  dx  df  \dy         dx  j 

Quoique  celte  équation  soit  en  général  aussi  difficile  à 
résoudre  que  la  proposée,  elle  peut  cependant,  dans  quel- 
ques cas,  servir  à  trouver  le  facteur  \f  : 

1^  Si  v^  ne  doit  dépendre  que  d'une  seule  variable,  x  par 
dv 
exemple,  on  a  — -  =^  o,  et  l'équation  (i)  se  réduit  à 

\  dv  ^    dy  d.T 

Par  hypothèse,  le  premier  membre  ne  dépend  que  deo:  j 

5. 
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donc,  on  doit  avoir 

dm        dN 

■ -^ ^/('^)- 

Cette  coudition  est  sufiTisante  j  car  si  elle  est  remplie,  on 
satisfera  à  l'équation  (2)  en  prenant 

Le  calcul  est  plus  simple  si  Ton  suppose  N  =  i,  c'est- 
à-dire  si  l'on  met  l'équation  proposée  sous  la  forme 
dj  -h  ^Idx  =  o,  ce  qui  est  permis.  On  a,  dans  ce  cas, 

d  où 

M  =  P  j  +  Q. 

L^équation  proposée  devient 

dr 

Il  suffit  donc,  pour  rendre  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  de  le  multiplier  par  c^^"^'. 
On  a 

eSVdx  !^  _^  p  je/i''^^  -h-  06^/"*^-  —  o  ; 
dx 

d'où  (499) 

^/ïVx^_^  /q^'/i'^^-^x  — C. 

C'est  le  cas  de  l'équation  linéaire  (511). 

2"  Si  le  facteur  p»  est  de  la  forme  XY,  X  étant  une 
fonction  de  x^  et  Y  une  fonction  de  j^  on  a 

dv        ^^  r/X         r/p         ^  r/Y 

-^  ==  y  -7-  5    -—  =  X  -  -  5 

rt.r  dx         df  cty 

et  l'équalion  (i)  revient  à 

r/X  r/Y  _  r/M       d'S 

Xdx  ~       Ydj-  ~  ~dy         ~dx  ' 
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fi  M        d^ 
Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura 

X  =  eff  ^•^)  '^•^,    Y  —  rf'P  (y  )  ^y, 

537.  L'emploi  du  facteur  ^  donne  les  méthodes  pré- 
cédemment exposées  :  ainsi,  la  séparation  des  variables 
dans  l'équation 

XYr/.r-f-X.Y,r/ji=o, 

où  X  et  Xt  désignent  des  fonctions  de  x^  et  Y,  Y,  des 
fonctions  de  y^  revient  à  multiplier  l'équation  proposée 

par  le  facteur 

^  X,Y 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'é- 
quation homogène  revient  aussi  à  la  détermination  d'un 
facteur  qui  rend  le  premier  membre  inlégrable.  En  effet, 
l'équation  (3)  du  n^  506  n'est  autre  chose  que  Téquation 
proposée  divisée  par  x'"+*  [çp(2)4--26(z)].  En  rempla- 
çant z  par  ^,  x'"Q  y-\  par  M,  x'"'^  (^^  par  N,  on  voit 


que  le  facteur  v  est,  dans  ce  cas, 


iM  X  +  IS  y 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  ^--^       ^ —-  est 

alors  une  différentielle  exacte.  Il  suffit,  pour  cela,  de  dé- 
montrer que 

M  ,  N 


d ,, 

dy  ~  dx  ' 

Cette  équation  revient,  après  quelques  transformations, 
à  la  suivante  : 


dy) 
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OU 

TsM//?  —  NM/w  =  o, 

car  les  fonctions  M  et  N  étant  homogènes  et  de  degré  m, 
on  a  identiquement  (I,  178) 

dx        '^    df  '  dx        -^    dy 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà 
une  différentielle  exacte,  on  pourra  prendre  pour  premier 

facteur  i ,  et  pour  second —  •  Leur  rapport,  égalé 

à  une  constante,  donnera  l'intégrale  qui  sera,  par  consé- 
quent, 

Mx  H-  NjrrrC. 


EXERCICES. 

1 .  afdx  -t-  bxdf  -\-  x'^y"  [cydx  +  exdy)  —  o. 

Solution  :  Le  premier  binôme  devient  intégrable  lorsqu'on  le 

multiplie  par  x"-' j*-'  «^(-27"/^),  et  le  second  par  — ~--^  '\[-^^y'')' 

•^  J 

Ou  peut  déterminer  bs  fonctions  «j^et  ij^  de  telle  sorte  que  ces  deux 
facteurs  soient  égaux. 

2.  Trouver  le  facteur  dHntêgrahHité  de  V équation 

[x-\-y)dx  +  dy  =  0. 
Solution  :  e'. 

3.  Trouver  le  facteur  d'intégrajilité  de  l'équation 

( I  —  x^y)  dx  +  r^  [y  —  x]dy  =  0. 

Solution  :  — ,* 

x^  *- 
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QUARANTE-TROISIEME  LEÇON. 

SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  A  DEUX  VARIABLES. 

Comment  elles  se  déduisent  de  l'intégrale  générale.  —  Solutions  singu- 
lières obtenues  au  moyen  du  facteur  qui  rend  intégrable  le  premier 
membre  de  l'équation.  —  Exemples  de  solutions  singulières.  —  La 
solution  singulière  est  l'enveloppe  des  courbes  représentées  par  l'équa- 
tion intégrale. 


COMMENT  LES  SOLUTIONS  SINGULIERES  DES  ÉQUATIONS  A 
DEUX  VARIABLES  SE  DÉDUISENT  DE  l'iNTÉGRALE  GÉNÉ- 
RALE. 

538.  Soient 

(i)  Mdj:-\-^df=o     ou      ^— /(.r,j) 

une  équation  différentielle,  et 

(2)  F(.r,j,  c)=o 

son  intégrale.  Differentions  cette  dernière  équation  par 
rapport  à  x  *,  nous  aurons 


(3) 


Si  l'on  élimine  c  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

dF 

on  doit  obtenir  l'équation  (i),  ce  qui  exige  que  -  -  de- 

vienne  identique  à  —  quand  on  remplace  dans  ce  quo- 
tient c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2),  et  cette  éli- 
mination conduirait  encore  à  une  identité,  lors  même 
que  c  serait  une  fonction  de  a:  et  de  j^. 


r/F 

df 
dx  ~ 

d.v 
dF 

df 
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o39.  Cela  posé,  je  dis  que  si  Ton  connaît  rintcgialc 
¥^  [x,y,  c)  =  o  d'une  équation  différentielle,  on  peut 
déterminer  les  solutions  singulières  de  cette  équation. 

Soit 

(4)  <f{^,j)  —  o 

une  solution  singulière,  c'est-à-dire  une  équation  qui 
satisfasse  à  l'équation  (i),  mais  qui  ne  puisse  se  déduire 
de  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  la  constante  une 
valeur  particulière.  On  peut  faire  rentrer  Téquation 
(p  {x,y)  =  o  dans  cette  intégrale,  en  y  remplaçant  c  par 
une  fonclion  convenable,  car  il  suffit  de  poser 

(5)  F{.r,  j,  c)  =cf[x,y), 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  de  c  en  fonclion  de  x  et  de  /. 
Cette  valeur  étant  déterminée,  si  l'on  différentie  l'équa- 
tion (2)  par  rapport  à  x,  on  aura 

clF       d¥  dj       dY  de  _ 

dx  df  dx         de  dx  ' 

d'où  l'on  tire 

dY       dY 
.f.,  dy  dx  (le     de 

^     '  dJc  '~~  ~  7lV  ~  7lY  "dx' 

L'élimination  de  c  entre  les  équations  (2)  et  (6)  doit 
conduire  à  l'équation  y-  z=r.f{^x^j).  Donc  l'équation  (6) 

r/F 

dy           .                                  iLx 
se  réduit  à  —-  ^=^j\x^y).  Or, iz-^^  réduit  à  /(x, j^) 

quand  on  remplace  c  par  sa  valeur  tirée  de   1  équation 

F  (^5  JTî  ^)  =  o  (S38)  -,  donc  on  doit  avoir     * 

^F 
.    ,  de     de 

^7)  dl-d^  =  ''^ 

dy 
équation  à  laquelle  il  faut  joindre  F  [^Xyj^  c)  ==  o. 


Ql  ARAME-TROISIÈME    LEÇON.  ^3 

Le  syslènie  de  ces  deux  équations  se  ramène  aux  deux 
suivants  : 

(î)      pZ^~*^'  (II)    /  ^"~^' 

\  F(^,  j,  c)  — o. 

Or,  le  premier  système  donne  c  =  une  constante,  et,  par 
suite,  on  retombe  sur  l'intégrale  générale. 
Le  second  se  partage  en  deux  : 

(III)   h^""*^'  (IV)  Mr  "~^' 

(  F  (x,  X,  c)  =  G,  (F  (.r,  j,  c)  =z  o. 

En  éliminant  centre  les  deux  équations  de  chacun  de  ces 
deux  derniers  systèmes,  on  obtiendra  les  solutions  sin- 
gulières de  Féqnation  proposée,  pourvu  qu'on  omette  les 
valeurs  de  c  qui  rendent  simultanément  nulles,  ou  infî- 

riics,  les  deux  lonclions-— 5  -— ?  parce  que  la   première 

des  équations  (II)  se  présenterait  sous  la  forme  illusoire 

-  r=  o,  ou  —  =  o  :  il  faudra  aussi  rejeter  les  solutions  qui 

rentreraient  dans  l'intégrale  générale  en  attribuant  à  c 
une  valeur  constante. 

Ainsi,  on  obiiendia  les  solutions  singulières  cVune 
équation  différentielle  du  premier  ordre  en  éliminant 
(a  constante  entre  V intégrale  générale  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  la  constante^  égalée  à  zéro,  ou  bien  entre  celte 
même  intégrale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  j^  égalée  à 
r  infini. 

540.  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se  présente 
l'équation  intégrale  F  (x,  y,  c)  ^rr  o  ,  Tapplication  des 
règles  précédentes   doit    toujours   conduire  aux  mêmes 
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il 

solutions.  En  efTel,  le  rapport—  restera  toujours  le  même 

r/j 
quand  on  éliminera  c  au  moyen  de  l'équation   F  =  o, 
quoique  chacune  de  ces  dérivées  change  quand  on  trans- 
forme celle  équation.   Car  en  regardant  j^  comme  une 
fonction  de  c,  on  a 

il 

de         dy 
"d^^dc' 

valeur  qui  sera  toujours  la  même,  quel  que  soit  F.  Ainsi, 
lorsqu'une  transformation  de  l'équation  F  (x,f^  c)  =  o 

fera  perdre  des  solutions  à  l'équation  — -  =  o,  elle  les  fera 

^  de 

acquérir  a  1  autre  équation  ■ —  =:=  oo  . 

SOLUTIONS    SINGULIÈRES    DÉDUITES    DU     FACTEUR     QUI    REND 
INTÉGRABLE    LE    PREMIER    MEMBRE    DE    l'ÉQUATION. 

541 .  Si  l'on  met  l'intégrale  sous  la  forme  u  —  c  ==  o, 
on  aura 

dF 
*  "^  _         I  • 

'dF'~~~  dû,' 
dy  dy 

Ainsi,  toutes  les  solutions  singulières  seront  données  par 

l'équation -—  =  o.  Mais —  n'est  autre  que  le  facteur  v 

par  lequel  dy  —  f(x,j)dx   devient  une  diiTérentielle 
exacte  (531).  Donc  l'équation 


-  =  o,      ou      (f  =  zo 

contient  toutes  les  solutions  singulières. 


QUARANTE-TROISIÈME    LEÇON.  ^5 


EXEMPLES    DE    SOLUTIONS    SINGULIERES. 

542.  1° 


xcla:"  -\- ydy  =  dy  ^jx'  -\-  j'^  —  a^. 


Divisons  par  \Jx^  -\-  j^  —  «%  il  vient 

y.r-  4- j-*  —  a' 
dont  l'intésfrale  est 


y  H-  c  =  \lx''  -t-  y'  —  «% 

OU 

2CJ+  C^-l-  rt^ —  ^2_-  Q. 

on  aura  donc 

dY                                          d¥ 

-—  ==  2r  +  2C  =  G,       OU       ~—-  =  2.C  = 
de                                                   dy 

=  co 

Cette  dernière  équation  ne  conduirait  qu'à  la  valeur  illu- 
soire j^  =  00  .  La  première  donne  c  ■=  — j,  et,  par  suite, 

x"^  -\~  y-  —  a^  z=zi  o, 

solution  singulière.  Cette  solution,  qui  représente  une 
circonférence,  n'est  pas  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale, puisque  celle-ci  représente  une  suite  de  paraboles. 

Comme  le  facteur  p»  est  ,  on  voit  bien  que 

\Jx'  -h  7'  —  «■-' 

la  solution  singulière  correspond  à  ptzz  oo  . 

54-3.  2°  Trouver  la  courbe  dont  la  normale  a  une 
longueur  constante. 

L'équation  différentielle  est 

d'où 

,            ydr 
dx  = > 
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et,  par  suite, 

(2)  (j:-cy-hj'=a\ 

équation  d'un  cercle.  Pour  avoir  les  solutions  singulières, 
il  faut  poser 

dF 

de  X  —  c  ^    ^ 

-j-r,  = r=  O  ;        d  OU       X  z=  c, 

a  V  y 

et,  par  suite, 

(3)  3-=a\ 

On  obtiendrait  encore  cette  solution  en  égalant  à  l'in- 
fini le  facteur  -rr=r„-r=:z  par  lequel  il  faut  multiplier  Té- 

quation  proposée  pour  séparer  les  variables. 

11  est  à  remarquer  que  les  deux  droites  représcjitées 
par  l'équation  (3)  sont  tangentes  à  toutes  les  circonfé- 
rences que  représente  l'intégrale  générale  (2). 

544.  3^  Troiwer  une  courbe  dont  les  tangentes  soient 
à  une  distance  constante^  «,  de  Vorigùie» 

L'équation  de  la  tangente  menée  par  un  point  quel- 
conque [oCyj)  de  la  couibe,  étant 

l'équation  différentielle  du  problème  sera 


J  —  P- 


ou 


(l)  j=p.x-i-a<Ji-h-p\ 

En  ditlérentiant  par  rapport  à  x.  on  a 

o  =:  dp(  .r  -] zJ^IL=^  ! 
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équation  qui  se  décompose  en  deux  équations  : 

ap 
dp=:o,     X  -^  =  o. 

La  première  donne  p  =  c,  d'où 

(2)  y  =z  ex  -]-  a  \J i  -h  c\ 

La  seconde  donne 

an 

cette  valeur  étant  portée  dans  l'équation  (i),  il  en  résulte 

(4)  ^-=-7" 


S'i-hp' 
élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4),  on  a 

(5)  a:'+x''=a\ 

La  solution  générale  (2)  représente  une  infinité  de 
droites,  et  la  solution  singulière  (5)  une  circonférence  à 
laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 

5io.   4" 

^   ^  dx 

Les  variables  se  séparent  immédiatement,  et  l'on  trouve 
pour  l'intégrale  générale 

(2)  (j_«)'-«_(i_«)(a;-c)c=:o. 

Pour  obtenir  les  solutions  singulières,  on  posera 


de 


dy 
d'où  l'on  déduit,  en  supposant  «  >  o 

(3)  r  =  «. 


(/-«;"  =  o. 
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Celte  équation  représente  une  solution  singulière  si  n 
est<^  I,  car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  pas  déduire  y  =  a 
de  l'intégrale  générale.  Si  n  est  >  i,  j^  :===  a  n'est  plus 
une  solution  singulière,  puisque  l'équation  intégrale  étant 
mise  sous  la  forme 


on  obtient  y  =  a  en  faisant  c  ::=  oo  .  Enfin,  si  n  =:  i^ 
l'intégrale  générale  est  j^  —  a  =^  ce^,  qui  devient  j"  -~  a 
pour  c  =  o,  et  il  n'y  a  pas  non  plus,  alors,  de  solution 


singulière, 


On  verra  facilement  que  l'hypothèse  n<^o  ne  donne 
aucune  solution  singulière. 

546.  5°  Trouver  une  courbe  telle,  que  le  produit  des 
perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  jixes  F  et  F' 
sur  la  tangente  soit  constant  et  égal  à  b^. 

Prenons  pour  axes  la 
droite  FF'  et  une  perpendi- 
culaire élevée  au  milieu  de 
cette  ligne.  L'équation  de  la 


Fig.  Il 3. 


/ 


'  r 


Y-x=p(X~a^), 

^^~~l    ^  et,  par  suite,  les  perpendicu- 

laires   abaissées    des    points 
donnés  sur  la  tangente  seront,  en  désignant  OF  par  c, 


FH^^Lr/^'^-^-/^, 


s/i-hp-^ 


Fil': 


pc 


s/i  +// 


on  aura  donc 


d'où 


b'z= 


(y  —  p.xy  —  p^c^ 


(X  -~pxYz=ù'-h  {b^-fc^)p\ 


et,  si  l'on  pose  b-  -{-  c^  - 

(l)  Xz=zpx 


v/^- 
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équation  d'une  forme  connue  (527).  En  la  diffcrciitiant, 
on  aura 


(  2  )  o  =  dp[  X  -\- 

\  s/à' 

ce  qui  donne  d'abord  dp  =  o,  d'où  p  =  constante  :^  m. 
L'intégrale  générale  est  donc 

( 3 )  J  =  m.v  -h  \/a'' m^  -{-  b\ 

On  satisfait  encore  à  l'équation  (2)  en  posant 

(4)  "  +  "77ia^  =  °- 

En  éliminant  p  entre  les  équations  (1)  et  (4),  on  aura  la 

solution  singulière 

x}        r- 

(5)  ^  +  ^  =  '' 

équation  d'une  ellipse  qui  a  pour  tangentes  les  droites 
représentées  par  l'intégrale  générale. 

547.  6°  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  portion  de  la 
Pij,    j,A,  tangente  TS  comprise  entre  les 

y\  deux  axes  soit  égale  à  une  Ion- 

I  gueur  constante  a. 

L'équation  de  la  tangente  est 


'^  '^  et  l'on  a 


T  Au;  OT  =  ' ,        OS  —  J  ~  px'. 


d'où,  à  cause  de  OT  -f-OS   =  TS  , 

[j  —  pxY[\-^p']  —  ar-p\ 
On  aura  donc 

ap 

\/l-hp^ 

puis,  en  différentiant, 


0=: 


dp     ,T  H î^ . 

L     (h/^tJ 
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D'abord  y//7  =:=:  o  donne  p  =  c,  et,  par  suite, 

,     \  ac 

l'inlégrale  générale  représente  donc  une  infinité  de  droites. 
La  solution  singulière  sera  donnée  par  l'équation 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 
<(p  np 

y   ; ....    1 _L_ \ • 

éliminant  /?,  on  aura 

?  2  1 

(3)  x'+j'=:za\ 

Cette  courbe  est  l'épicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler 
un  cercle  dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple.  En 
effet,  soient  M  le  point  de  la  circonférence  mobile  qui  était 
placé  primitivement  en  A,  et  K  le  point  de  contact  actuel. 
On  sait  que  KM  est  la  normale  de  l'épicycloïde  au  point  M^ 
et,  par  suite,  que  Mil  est  la  tangente.  Or,  l'angle  THK, 

([ui,  dans  le  petit  cercle,  a  pour  mesure  -  arc  KM  ou  -  AK, 

aura  pour  mesure  2  AK  dans  le  grand  cercle.  Doiic  l'angle 
THK  est  double  de  l'angle  AOK,  et  le  triangle  TOH  est 
isocèle.  On  a  donc  OH  =  HT.  Il  résulte  de  là  qu'on  a 
également  OH  =  HS*,  et,  par  suite,  TS  =  2 OH  =  OK. 
Ainsi,  TS  conserve  bien  une  grandeur  constante. 

UNE    SOLUTION    SINGULIERE    REPRÉSENTE     l'eNVELOPPE     DES 
COURBES    DONNÉES    PAR    l'intÉGRALE    GÉJNÉRALE. 

548.  On  a  du  remarquer  que  dans  tous  les  exemples 
traités  plus  haut  (542  et  suiv.),  la  solution  singulière 
était  rciiveloppe  des  lignes  représentées  par  l'iulégiale 
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générale.  Nous  allons  démontrer  qu'il  doit  toujours  en 
être  ainsi. 
Soit 

l'intégrale  générale.  Elle  représente  une  suite  de  courbes 
dont  Tenveloppe  s'obtient  (I,  247)  en  éliminant  c  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapporta  c.  Or,  c'est  pré- 
cisément le  calcul  qui  fournit  la  solution  singulière. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  théorème  de  la  manière 
suivante.  Par  chaque  point  de  la  courbe  A  qui  représente 
la  solution  singulière  passe  l'une  des  lignes  B  comprises 

dans  l'intégrale  générale.  Or,  en  ce  point -—a  la  même 

valeur  pour  les  deux  courbes  A  et  B,  puisque  leurs  équa- 
tions satisfont  toutes  deux  à  l'équation  différentielle. 
Donc  les  lignes  A  et  B  ont  la  même  tangente  au  point 
(|ui  leur  est  commun. 


EXERCICES. 

Se 

)HJTION 

JH-(J- 

SINGULIÈRE 

x)~-r-[a-x 

Kix'~ 

o 

(■^+j)'-4«7- 

0. 

2. 

■    r  '      7,  .  •  7/r'  -7;  ^h'  (fy 

satisjont  a  Lequalion  dijjerentielle  y'-j-^i-\-  ix-j y  =  o. 

Ces  intégrales  sont-elles  singulières,  ou  particulières  ? 

Solution  :  La  première  est  une  solution  particulière,  et  la  seconde 
une  solution  singulière. 

3.  ^'_, ,.-,._ +  (,  +  ,=)_  =  ,. 

Solution  singulière  :      j-  =  i  -f-  x^ 
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«s 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DUN  ORDRE  QUELCONQUE. 

Existence  de  l'intégrale  d'une  équation  difTérentielle  quelconque.  —  Con- 
ditions que  doivent  remplir  les  constantes  qui  entrent  dans  lintégrale 
générale. —  Intégrales  de  divers  ordres  d'une  équation  différentielle.  — 

ntégration  de  l'équation        ^'^^-  =  i'. 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    ADMET   UNE    INTÉGRALE. 

549.  Considérons  iiue  équation  différentielle  de  l'or- 
dre m  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus 
élevé 

cl'"  y  (  dy    (iJY  cl'"-' y 

d'"  y  cl'"—  '  Y 

Cette  équation  détermine     -  -  ou  d  -j-;;^-)  quand  on 

dy  cl'"~'  y 

connaît  les  valeurs  dey^  ---j  •  •  -7  ^7^7:1,  pour  une  valeur 

de  X.  On  peut  donc  se  donner,  pour  x  =  a,  des  valeurs 

arbitraires  b,  b'    b\,  .  .  ,  U""-^"»  A^r,  ~L,      L^,..^,"  Il , 
'       '        '  '  ^  ^  clv     clx'  dj/''-' 

Maintenant,  si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  dx^  les 
accroissements  àej  et  de  ses  dérivées  seront 

cl  y  d'"—''  y 

dy  =z  b'  clx,      d — -  =  b"  cIjc.  ....      d  — =:  Z'('"~')  c/j-, 

clc  dx'""^ 

et  raccroissement  de  — — ^sera  ensuite  donné  par  Féqua- 

tion  (i). 

On  déterminera  de  même  la  valeur  Ae  j  et  de  ses  dé- 
rivées pour  X  =:::z  a  ^  idx^  X  =  «  ~  3  r/x ,  .  .  .  .  Ainsi,  les 
valeurs  successives  de  y  sont  déterminées,  et,  par  con- 
séquent, r  dépend  de  x  et  des  m  constantes  b^  b'^.  .  .  , 
£(— 1). 
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5oO.  On  peut  encore  établir  rexistence  de  rinlé- 
grale,  au  moyen  du  développement  de  y  en  série.  Eii 
différentiant  Féquation  (i),  on  obtiendra  successivement 


les  coefFii 

cients  différentiels    ,       ,-? 

Clm^ly 

>  c 

de  x^ 

J' 

dr 

dx''"' 

d"'-' 

'r 

dx'" 

ffm  +  i     y 

dx'^-*-' 

=  /. 

1            dr 

^  — 

'y\ 

'   dx"" 

-'  ) 

d'n-h2y 

=  f. 

/      df 

i  . 

dx"'-'' 

1  ' 

Mais  on  a  (I,  122) 

(  X  Cl 

(f  (x)  z=  (f  {a)  +  cp'  [a)   [x  —  a)  -h  <i^"  [a]  — — -— 


Remplaçant  o  (x)  par  j^,  Cj»  («)  par  Z>,cp'  [a)  par  Z>'. .  , .  , 
on  aura  donc 

j-m^ --l-- ^'(.a;— a) -f- ^"-î L  _i_  ...  _|_  ^(™-i^     ^  ^ 


(2)    \ 


\,i>.,'  in  —  I 


-!-/.(«,  z,,è',.:.,^A.-o)     ^-^    ^ 


-1-/2  («,  ^,  y, 


I  .  2  .   .  .  ///  (  /72  -j-  I  ] 


'  \.i.  .  .{m  -h  2) 

On  voit  encore  que  la  valeur  de  j^  renferme  m  con- 
stantes arbitraires. 

En  faisant  a  =  o,  on  aurait  le  développement  de  l'in- 
tégrale suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  mais 
cetle  valeur  pourrait  î-endre  infinie  la  fonction,  ou  quel- 
ques-unes de  ses  dérivées,  et  le  développement  devien- 
drait alors  impossible  sous  cette  forme.  Il  vaut  donc  mieux 
conserver  la  série  (2)  sous  sa  forme  la  plus  générale,  en 
choisissant  la  valeur  arbitraire  a  de  telle  sorte  qu'aucune 
des  fonctions  ne  soit  infinie  pour  x  =  a. 

6. 


84  COURS  d'analyse. 

551.  Rcciproquemeiitj  toute  équation 

(3)  F[.r,  j,  c,  c',....,ci"^-^)]  =  o, 

qui  satisfait  à  Véquation  différentielle  donnée,  et  qui  i  en- 
ferme m  constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il 
soit  possible  de  donner,  pour  x  =  «,  des  ^valeurs  arbi- 

traires  b.  b'  .  .  . ,  b^'"~^^  à  y  -~-i  •  •  •  ?  — — ~,  est  identique 

à  Vintégrale  générale.  En  effet,  si  Ton  détermine  ainsi 
les  constantes,  on  aura  cjicore  pour  y  le  développe- 
ment (2)   puisque,  Féqualion  (3)    satisfaisant  à  l'équa- 

d"'  Y     r/"'"^'  Y 
tion  (i),  les  valeurs  de  -^>  — — --•>  -  •  - -,  pour  x=  «,  ne 

dépendront  que  des  valeurs  b,  b\  b" ,  •  •  •  ,  b^'^'^K 

CONDITIONS  QUE  DOIT  REMPLIPi  UNE  ÉQUATION  POUR 
ETRE  l'intégrale  d'uNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
DU    m"""^    ORDRE. 

552.  Pour  qu'une  équation  renfermant  m  constantes 
soit  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  du 
fjiième  ordre,  il  faut  que  ces  constantes  soient  Lien  dis- 
tinctes, c'est  à-dire  qu'elles  ne  puissent  se  réduire  à  un 
nombre  inférieur  à  m.  Par  exemple,  l'équation 

semble  contenir  deux  constantes  arbitraires,  mais  en  la 
mettant  sous  la  forme 

on  voit  qu'elle  n'en  renferme  qu'une  :  elle  ne  peut  donc 
pas  être  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre. 

Pour  s'assurer  que  les  constantes  renfermées  dans  l'é- 
quation intégrale  sont  distinctes,  il  sullira  de  chercher  si 
elles  peuvent  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  y  et 
ses  77?  —  I  premières  dérivées  aient  des  valeurs  données 
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quelconques  b^  b\.  .  . ,  b^'"~^\  pour  une  valeur  donne'e 
à  X. 

553.  Par  exemple,  soit 

(1)  jr=Cd?'^^+c'^^'*^, 

on  en  lire 

dx 

et  en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapporta  c  et  à  c\ 
le  dénominateur  commun  des  inconnues  sera 

(a— a')c('^--^-°''^^. 

Donc,  si  a  est  différent  de  a',  les  valeurs  de  c  et  de  c', 
correspondantes  à  des  valeurs  «,  Z>,  b\  attribuées  à  x,  y 

(Iy 

-—•)  seront  finies  et  déterminées,  et  dans  ce  cas  l'équa- 
tion (i)  sera  l'intégrale  générale  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre.  Il  n  en  est  plus  ainsi  quand  a  =  a', 
comme  on  l'a  vu  dans  l'exemple  précédent. 

554.  On  reconnaîtra  de  même  que 

j  z=  c  sin  a  .r  -f-  c'  sin  a!  x 

est  Tîntégralo  générale  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre;  mais  l'équation 

(i)    j  =z  csin  (jc  -h  a)  H-  c'sin(:c  -\-  y!  ) -\-  c^'sin  [x  -]-  o.") 

ne  peut  pas  être  l'intégrale  géiiérale  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre,  car  on  a 

cIy 

(2)  -^  =  ccos(.r  H-a)  +c'cos(.r  +  a')  4-c''cos(^  +  «''), 

d-  Y 

(3)  — ^  =  —  <:sin(.r-|-  a)  —  c' sin  {x  -\-  a')  —  c"sin  [x  -+-  a."). 

Or,  il  résulte  des  équations  (i)  et  (3) 
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et,  la  valeur  dej^ étant  déterminée,  on  ne  peiitpas  donner 

de  valeur  arbitraire  à  — ^'  On  voit  d'ailleurs  surTéqua- 

lion  mênie,  en  l'écrivant  sous  cette  forme 

j-  rzz  (ccosa  -T-  c'cosa'  +  r'^  cosa")  sino; 

+  [c  sina  H-  c'sina'  H-  c"  sina")  coso:, 
OU 

jr  =  A  sin^  -h  B  cos.r, 
qu'elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires  A  et  B. 

INTÉGRALES    DE    DIVERS    ORDRES    d'u^E    ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

535.  Une  équation  différentielle  de  Tordre  772  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 

(l)  r[^,J,  r,cS   C",...,6(— >)]=:--  O. 

Puisque  les  constantes  c,  c', .  .  .  ,  r;^'""*)  n'entrent  pas  dans 
l'équation  différentielle,  celle-ci  ne  peut  se  déduire  de 
l'équation  F  =  o  qu'en  la  différentiaiit  m  fois,  et  élirai- 
nantces  77i  constantes  entre  l'équation  (i)  et  les  77/  équa- 
tions différentielles  ainsi  obtenues.  Or,  cette  élimination 
peut  se  faire  de  plusieurs  manières. 

Si  d'abord  on  ne  veut  éliminer  qu'une  constante  c,  on 
pourra  différentier  l'équation  F=-  o,  après  l'avoir  mise 
préalablement  sous  telle  forme  qu'on  voudra,  puis  on  éli- 
minera c  entre  l'équation  F  =  o  et  sa  différentielle.  On 
peut,  en  particulier,  résoudre  l'équation  F  ~  o  par  rap- 
port à  c,  soitw^=:c,  puis  différentier  cette  dernière,  ce 
qui  fait  disparaître  la  constante.  En  éliminant  ainsi,  tour 
à  tour,  chacune  des  m  constantes  c,  c', .  •  •  •  ^^'"~^\  on 
obtient  772  équations  différentielles  du  premier  ordre 
dont  chacune  contient  seulement  772  —  i  constantes.  Ces 
équations  sont  dites  des  intégrales  de  V ordre  m  —  i. 

556.   Pour  éliminer  deux   constantes  c  et  c',  on  peut 
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différentier  deux  fois  de  suile  Féqualion  F  ^=  o  :  on  a 
ainsi  trois  équations 

entre  lesquelles  on  éliminera  c  et  c^ .  On  peut  aussi  éli- 
miner c  entre  F  —  o  et  dF  =  o,  puis  éliminer  c'  entre 
l'équation  ainsi  obtenue  et  sa  différentielle.  De  quelque 
manière  que  l'on  opère,  on  doit  arriver  à  la  même  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre-,  car  si  Ton  obtenait 
deux  équations  distinctes  du  second  ordre,  en  éliminant 

entre  elles  — ^5  on  aurait  une  équation  du  premier  ordre 
de  la  forme 

En  différentianl  jn —  1   fois  cette    équation,    on    aurait 

dr  f/'"-'  r 

m  —  I  équations  entre  x,J^-j-^'''-)  .  „,_i  et  m  —  2 con- 
stantes, c'est-à-dire  plus  d'équations  que  d'inconnues. 
On   ne  pourrait  donc  pas  se  donner  les  valeurs  de  j^ 

dr  d'"-^  Y 

_jL    .  .  — ±  pour  x=  a. 

dx  dx'"-'  ^ 

En  éliminant  successivement  deux  des  m  constantes, 

on  aura  — équations  différentielles  du  second  ordre 

contenant  chacune  m —  2  constantes,  et  qu'on  nomme 
intégrales  de  V  ordre  m  —  2.  Trois  intégrales  de  cet  ordre 
peuvent  remplacer  l'intégrale  générale,  car  on  la  repro- 

duit  en  éliminant  entre  elles  — -  et  —r—  • 

557.  On  pourra  de  môme  éliminer  un  nombre  quel- 
conque de  constantes  et  parvenir  ainsi  à  des  intégrales  de 
l'ordre  m  —  3,  de  Tordre  m  —  4?  etc.  Si  Ton  élimine 
loules  les  constantes  moins  une,  on  aura  ttz  équations  dif- 
férentielles de  l'ordrem —  i  qui  serontdites  des  intégrales 
du  premier  ordre.  Si  entre  ces  ni  équations  on  élimine  les 
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,,  .    ,     clr    (l'^y           d""-^ y  .., 

m  —  I  dérivées  -j-,  -rV'  "  ">  —, r'  o"  retrouvera  lequa- 

dx     dx^  dx'"'^  ^ 

tion  primitive  F  =  o  entre  x^j^  c,  c',.--?  c^"'~'^K  II  suffira 
donc,  pour  intégrer  l'équation 

d'avoir  les  m  équations  intégrales  du  premier  ordre. 

558.   Les  intégrales  du  premier  ordre  permettent   de 
déterminer  les   constantes    c,  c', .  .  . ,  c^"'~^^   en   fonction 

de  :r^  j^,  -y-5  •  •  •  )        ^^^_^  •  Ln  les  resolvant  par  rapport 
aux  constantes  et  en  désignant,  pour  abréger,  les  dérivées 

dejf  par  j^',  j^V  • -î  J^'"~^N  ^"  ^"^'^  '^^  équations  de  la 
forme 

c  =  ï[x,y,y',...,yi"^-^)]  =  a- 

d'où 

du        du      ,        du       „  du        <-/"'  y 

dx        df-^  ^(r  dj^"'-')  dx"'~' 

Mais 


./X""  /[■^>^'>''---'^^'"~'^]: 


on  aura  donc 


du       du  du  du  /      ,m 

Cette  équation  doit  être  identique,  car  autrement  elle 
établirait  une  relation  entre  or,  j',j', .  .  -,  J"^"'~^^  et  l'on 
ne  pour  rait  plus  se  donner  les  valeurs  dej-,j\  .  .  .  ,jja ('"-*) 
pour  X  =  a. 

Ainsi,  les  équations  du  premier  ordre  étant  mises  sous 
la  forme 

toutes  les   fonctions   «,   ifj,...,    satisfont   à   une  même 
équation  aux  dérivées  partielles. 
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d'-r 

USTEGRATTON    DE    L  EQUATIOIV  =  W 

559.  Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

d'^r 

V  étant  une  fonction  de  x.  On  en  déduit 

=:   /  cdôc  -h  r, 

d"'-^r      r     r 

— ^  =r   1  <:/.r  1  vdx  -{-  ex  -{-  c' 

d.r'"-^        J        J  ^ 

-— -^  =:  j  dx  j  d,r  j  çdœ  -f-  cx^ -{-  c' x  -\-  c" , 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  l'on  désigne  en  général  par 
/  ucîx'^  l'intégrale   /  dx  j  rix,  .  .   |  i^dx  qui  résulte  de 
n  intégrations  successives  par  rapport  à  x^  on  aura 

(2)         jr=  /  ('Jx'^'+ cr"'-' +  c'jc'"-^- •  •  •  4-c('"-'). 

560.  L'înîégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur 
de  j^  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'in- 
tégrales simples.  En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 
successivement 

/  dx  j    vdx  r=r  .r  1  vdx  —    I  l'j  dx, 

j  vdx^  zr=  |.r2   I  vdx —  IX  I  vxdx  -f-   /  çx^dx\t 

j  vdx*  = (  .r'   /  vdx  —  3x^  j  l'xdx 

+  3.r  i  vx'^dx  —   1  vx^dx 
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el  ainsi  de  suite 5  d'où  l'on  conclut,  par  induction, 

l     /  vdx"z=z  — ^"—1   /  vdx  —  {n  —  i)x"~-  \  vxdx 

^  {n-i){n-'2)         ,   r    ,^  -     r     ,    .^  1 

V  1.2  J  J  J 

Pour  établir  la  généralité  de  cette  formule,  il  suffit 
de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  de 
l'ordre  n^  elle  conviendra  encore  à  une  intégrale  de 
l'ordre  71 -{- 1 .  Or,  on  peut  mettre  l'équation  (3)  sous 
cette  forme 

/pr/a:"= /zjc""'   1  tuix  —  n  (n  —  î)  x""^  l  vxdx 
i.2...«l  J  '  J 

H ^ ^ ^  x"-^  /  crV/x dz  /^  /  i>x"-^dx    • 

ï-2  J  J  J 

Multipliant  les  deux  membres  par  dx^  et  intégrant  par 
parties,  il  vient 

/udx"^^  z= x"  I  vdx  —  nx"—^  1  vxdx 
1.2... «L  J  J 

H ~ X"-''  j  vx?dx  —  "-r^nx  I  vx^-^dx 

—  I  —  n  n •  •  •  zL  /?       I  vx"dx. 

i.2...«L  1-2  AJ 

Mais 

I  —  «  4_  -J i  —.  ..,zhn  =  (i  — O'^zizi  rrrdbi: 

1.2 

donc 

/('^.r""*"'  = \  x"^  I  vdx  —  nx"^~^   1  vxdx 
1.2.../.L     J  J 

H ^^ —  x"-^  I  vx'dx  +  .  .  .  =p  I  vx"dx  U 

ce  qui  établit  la  généralité  de  la  formule  (3). 

561.  Eniin,  l'intégrale  multiple  j  y^dx"  peut  s'expri- 
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mer  par  une  seule  intégrale  simple.  En  effet,  donnons 
aux  intégrales  qui  entrent  dans  Fégalilé  (3)  les  limites  a 
et  X'^  posons  p*  =  f(^x),  et,  dans  le  second  membre,  rem- 
plaçons X  par  z  sous  le  signe  |  :  nous  aurons 


ou  bien,  en  faisant  passer  les  facteurs  constants  sous  le 
signe  /  .  et  remplaçant  la  somme  des  intégrales  par  une 
intégrale  unique, 

(4)        fV{^)'^^»=y-"-,-^    -T    rf{z)[x-zY-^dz. 

562.  Cette  dernière  formule  conduit  à  une  nouvelle 
démonstration  de  la  série  de  Taylor.  En  remplaçanty(x) 
par  la  dérivée /("+^^(x),  cC.  n  par  72  -{-  i,  on  aura 

/     /('■+')  Lx]  ^.r"-*-^  =  ■ ' f  /("+•)  (z)  (.r  —  zYdz. 

D'un  autre  côté, 

J""/^"-^'^  H./^«+'  =f{,T)  -f[a)  —f'{a)  (x~a) 

i  .  2  '        I  .  2  . , .  /i 

donc 

f{.r.)  =f{a)  +f'(a)  {.V  -  a)  +f"{a)  '~^~  +  ■■■ 


I.2...«  I.2.../2  J^    -^ 


0(2)    [x  —  z)"  dz; 
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et,  si  Ton  pose  x  =  a  -i-h,  et  z  =  a-\-h  —  f, 

/(«-4-/^)  =/(«) -f-/'(«)>^ +/-(«) -il +  ..  . 

1.1... n       I    i...nj 
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INTÉGRATION  DE  QUELQUES  ÉQUATIOxNS  D'UN  ORDRE 
QUELCONQUE. 

r  j"î- 1  -,       7"'  V  \ 
Équations  de  la  forme  y  (   — --7,  ,  —— -  )  =0.  —  Éqvialions  de  la  forme 
\  dx  dx    J 

yl  _____.,  — i-  J  =0.   —  Équations   susceptibles   d'abaissement.  — 
\  dx"'~'      dx'''  j 

Applications  géométriques.  —  Équations  homogènes. 


ÉQUATIONS    DE    LA    FORME    /      — - — —  >  — — -      =  O. 

563.  Soit  d'abord  l'équation 


<Iy  cl 


En  posant  -—  --/>>,  on  aura  -j-  =:J[p)  •  d'où 


-m. 


c, 


Si  l'on  peut  tirer  de  cette  équation  ;;  en  fonction  de  x^ 

on  aura 

p  =  (p(.r),       OU      djr  =  (^{x)(/x, 

et,  par  suite, 

(3)  j=J^{.v)d.z:-^c'. 

Cette  équation  est  l'intégrale  générale,  car  elle  contient 
di'ux  constantes  arbitraires  c  et  c'. 

56i.   Si  l'on  ne  peut  pas  tirer  de  l'équation  (2)  la  va- 
leur de  /->  en  fonction  de  x,  on  aura 
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d'OLl 

dp 


on  éliminera  ensuite  p  entre  les  équations  (2)  et  (4). 


c 

P) 


56o.   Exemple.    Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de 
courbure  est  constant  et  égal  à  a* 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257  )  ; 


(0 

On  aura  donc 
et,  en  intégrant, 

(2)  a::rr  -=^::::=r:  +  C; 

par  suite 


dp 
dx 

dx^-^P-^^:, 

{i^-p'')^ 


apdp 
dy  ^=  pdx  = r  ? 


d'où 


(3)  y=--^=^c', 

VU- A' 
En  éliminant/?  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  aura 

(4)  (x-cY+.[j-c'y=a\ 

équation  d'un  cercle  dont  a  est  le  rayon. 

On  peut  aussi  tirer  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  p  eu 
fonction  de  jcj  on  a 


\J  à- —  [x  —  c]'' 
il  en  résulte 

{x  —  c)dx 

SJa^  —  {x  ~  c]''  ' 
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d'où,  en  inlcgrani, 

y  —  c'=  —  sja'  —[^  —  ^  j% 

et  enfin 

(.r  —  c/  -h  (/  —  c'y-  =  a\ 
566.  Plus  généralement,  si  Ton  a  l'équation 

ne  contenant  que  deux  dérivées  consécutives,  en  posant 

flm-l  y  ^         d'^X  dp 

'    =  p.      d  ou     —  -  =  — -  j 


dx"'-'         ^  dx"'         dx 

l'équation  proposée  se  réduit  à 

on  en  déduit  successivement  : 

*iP-.  :=:f'p],      dx  =  -J^— ,      et      or  ==  \-^—  -^  c. 

Si  celte  dernière  équation  peut  être  résolue  par  rapport 
à  /?,  on  aura 

p  =  ^[x)       ou       -^^_~=Z<^[X), 

et  (559) 

Si  p  ne  peut  être  exprimé  en  fonction  de  x,  on  aura 


ou 

pdjj 

donc 


(-/'«-' 

r 

'^^"'- 

=  Py 

dx" 

^/^ 

dx  =Z 

d'"- 

— i 

/ 

'pdp 

rf:-- 

Zip) 
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EîJ  multipliant  par  dx  =:^  ~—  et  intéiîrant  de  nouveau, 

f[p)  ^  ' 

on  aura 


do 


ft  ainsi  de  suite. 

d'"-^  Y    d'"  y\ 
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\  du  '"—^      daf'  j 

mi.  Soil  d'abord  J^=/(j). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  '2clj,  et  inté- 
grant, il  viendra 

d'où  l'on  tire 

dx  =  ) 

\Jc  -+-  ij'f[x)df 
et  enfin 


^^^,^    r dr 


568.  Exemples. 


d'y 
dx^ 


,2~. 


4-  n^f  =  Q. 


On  aura 

n  dx  ■=.  -   ■   , 

J  =  c  sin  (/zj: -h  c'),      ou     j  ^=:  A  sinwo:  4- B  cos/zx, 
A  et  B  désiguant  deux  constantes  arbitraires. 

d.x 

On  aura 


-—^ n'^r  =:=  o, 


\dx]  v/jM-c^ 
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et,  en  intégrant, 


(i)  j  +  V^7^-f  c'=zc'e^'', 

d'ailleurs 

d'où 

(2)  _^_i_^^-^+.-^î'^— . 

On  tire  des  équations  (i)  et  (2) 

r  =11  -  c'  e"^ e-"^,      ou     J  =  A  e"^  +  B  e'"'. 

2  2  c 

569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équa- 
tions de  la  forme 

il  suffit  de  poser  ■    ^^  J^  =p  j  il  en  résulte 

et,  par  conséquent, 

£  =  \c-\-lSï{p)di>  =  -^  (/.); 
ce  qui  donne 

Si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation  par  rap- 
port  à  p,  et  en  tirer  p  ou  =:  cp  (jc),  l'intégrale  gé- 

nérale s'obtiendra  au  moyen  de  7n  —  2  quadratures  qui 
introduiront  ni  —  2  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Quand  l'équation  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport 
à  p,  on  opère  de  la  manière  suivante. 


lonc 


9S  COURS  d'analyse. 

On  a  — — '—  :=:  p,  d'où  résulte 

d"'-\r  p  dp 

d  — =z  p  dx  z=z  -'~  : 

On  trouvera  de  même 

et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  donc  à  une  certaine  équation 

(3)  y  =  F(p), 

contenant  m  constantes  arbitraires.  L'élimination  de  p 
entre  les  équations  (1)  et  (3)  donnera  l'intégrale  générale. 

ÉQUATIONS     QUI     PEUVENT    s'ABAISSER    A     UN     ORDRE 
INFÉRIEUR. 

570.   Soit  l'équation  de  l'ordre  m 

d"-f     d"'^\r  d"'y 

"'  7î?'   dr^''"'   d^ 

d"  Y 
En  posant  --;-  ~  /?,  on  la  réduit  à 

/'  di)  d"'~''^p 

Si  l'oti  peut  intégrer  cette  équation  qui  n'est  que  de 
l'ordre  in  —  ;?,  et  ensuite  la  résoudre  par  rapport  à  x^  ou 
à  /7,  le  calcul  s'achèvera  comme  dans  le  cas  précédent. 


571.   Soit  l'équation 
qui  ne  contient  pas  x.  On  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 


J        dy     d\r  d'"j\ 


QUAUANTE-CINQUIÈME    LEÇON.  99 

unité  en   prenant  y  pour  variable  indépendante  et  fai- 

sanl  -—  =  p.  Un  aura 

dx       ' 


'■■'¥. -[r 


d\r 

dx' 

d\r 

dp            dp 
"~  dx  ~~  ^  ^' 

dip-f- 

dx' 

dx 

d"r  .    , 

En  général,  --^'  considérée  comme  fonction  de/?,  sera 

du  (n —  i)'«""^  ordre;  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation (i)  on  arrivera  donc  à  une  équation  de  Tordre 
m  —  I 

dp  d"'-^p\ 

dont  l'intégrale  renfermera  m —  i  constantes  arbitraires, 
et  Tintégration  de  l'équation  clj  =:z  p  dx  fournira  encore 
une  autre  constante. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

572.   Quelle  est  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
est  en  raison  ini^'erse  de  l'abscisse  P 

L'équation  différentielle  du  problème  est  (I,  257)  : 

dp  1 X 

dx 

en  appelant—  le  produit  constant  du  rayon  de  courbure 

par  l'abscisse  du  point  correspondant  de  la  courbe.  On 

déduit  de  là 

n'dp 
2  X  dx  r:= '■ ^  > 
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et,  en  intégrant, 


d'où 


si  a'  —  [x^ 
Bt,  en  intégrant  de  nouveau, 


x^ 

+  c 

a  p 

s/i-h-j?'' 

.r'  -hc 

T. 

=  +  <: 


Cette  équation  représente  la  courbe  affectée  par  une 
lame  élastique,  quand  une  de  ses  extrémités  étant  fixée, 
l'autre  extrémité  supporte  un  poids  :  on  lui  donne,  pour 
cette  raison,  le  nom  de  courbe  élastique. 

573.  Plus  généralement,  si  le  rayon  de  courbure  doit 
être  une  fonctiony(a:)  de  l'abscisse,  on  aura  l'équation 


d'où  l'on  déduira 


dp 
dx 


dp  dx 

5 


[x+p 


n'    n- 


et,  en  intégrant, 


P     _  ÇA 
i-^p'    J  f{ 


dx 


Cette  équation ,  étant  du  second  degré,  pourra  être  résolue 
par  rapport  à  p.  Soit  alors  p  =^  ^  (x),  on  aura 


J  =r    i    (jj  [x)  dx  +  c', 


équation  de  la  courbe  cherchée,  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  c  et  c' . 

574.  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure 
soit  proportionnel  à  la  longueur  de  la  normale  corn- 
piise  entre  la  courbe  et  V axe  des  x. 
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L'équation  différentielle  du  problème  est 


dx 

n  désignant  une  constante  positive  ou  négative,  selon  que 

la   courbe  est  convexe  ou   concave  par  rapport  à   l'axe 

des  X  (1,235). 

En  prenant  j^  pour  variable  indépendante  et  rempla- 

dp  p  dp 

çant  -^  par  — r-?  on  aura 
^         dx  ^         dj 

dy  _  np  dp  ^ 
On  tire  de  là 


ou 


donc 


f-C'+^T; 


p  = 

et  en  remplaçant  p  par  — -• 


(2)  dx=   :^ 


=\/ef-. 


V{?f 


[©"-]"*• 


II  suffit  de  prendre  ce  radical  avec  le  signe  +,  car  le  signe 
—  conduirait  à  la  même  intégrale. 

Cette  équation  peut  s'intégrer,  d'après  la  théorie  des 
intégrales  binômes,  quand  n  est  un  nombre  entier,  pair 
ou  impair  (î,  353  et  354). 
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Examinons  les  cas  parliciiliers  àe  n  —•-  dz  i  ^  7i  =z  dz  2. 
1^71  =  —  I  :  réqualion  différentielle  (2)  devient 

et,  l'intégration  donne 

Cette  équation  représente  tous  les  cercles  qui  ont  leur 
centre  sur  l'axe  des  x. 

2°  n  =  i  :  dans  ce  cas,  où  la  courbe  est  convexe  vers 
l'axe  des  x,  on  a 

rdr 

dx  =  :— r-rrrr-  ', 

et,  en  intégrant 

X  --  c\  (j  4-  sjy'  -~  C)  -\-  k. 

Si   l'on  détermine  k  de  manière  que  pour  j- =  c  on  ail 
X  =  c' ^  il  faudra  c[ue 

c'  ^=zc\c  -\-  k  \ 
d'où 

c  c  ' 

ce  qui  revient  à 

(a)  j^^^:2Zrc^^ce    ^  \ 

Mais 

(7  -t-  ^''  —  (^'){y  —  sjj-  —  c')  —  c^; 
donc 

x—c' 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  [a)  et  (/3), 
on  aura  pour  l'équation  de  la  courbe 


y  z=-—  c  \t'    '^'       -h  e 
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Cette  équation  est  celle  d'une  chaînette.  Par  conséquent 

le   cercle   et  la  chaînette  sont   les  seules    courbes  dans 

Fig.  ii5.  lesquelles  le  rayon  de  courbure  soit  égal 

\  à  la  normale,  avec  cette  difï'érence  que 

\'^  ces  deux  lignes  coïncident  dans  le  cer- 

r,;\^/-^  cle,  tandis  qu'elles  sont  situées  de  part 

\  et  d'autre  du  point  de  contact  dans  la 

N^    ^  cliainette. 


Z^  n  :=  — ^  2  :  on  a  l'équation  diiTérentielle 

dy  cly        Jcj  ~  f 

c!x-=z — -rl_ ?        ou        -,-=- 

dx  y 


V© 


Or,  celte  équation  représente  (I,  249)  une  cycloïde 
p.^   ,,/^  dont  la  base  est  sur  l'axe 

des  X,  et  dont  le  rayon  du 

cercle  crenerateur  est  -  •  Un 
^  1 

Y  \  sait  en  effet  que,  dans  cette 

/ j courbe,  le  rayon  de   cour- 

'^\^  "     ""    bure  MK  est 'double  de  la 


\  normale  MN. 


4^  n  =  '2  :  il  vient 


\Jcdy 

dx  :=  — -- 


d'où 

cette  équation  représente  toutes  les  paraboles   qui  ont 
l'axe  des  x  pour  directrice. 

ÉQUATIONS    HOMOGISKES. 

575.  On  peut  abaisser  d'une  unité  l'ordre  d'une  équa- 
tion différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport 
à  -y  et  à  ses  dérivées  5  soit 

/  dy  d"'y' 
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une  telle  équation,  et  soit  n  le  degré  de  rhomogéiiéilé. 
On  pourra  mettre  l'équation  (i)  sous  cette  forme 
dj     d'^y  d'"j\ 


(2)  j"^\a',__,   ,..        .      =0. 

\     J-      r  y  J 

Faisons 

y  :=  £?/«^-r^ 

d'où 

r=:  pJ""^  If 

dx  "^ 


d  y  du 

_  ^Sudx      

d.T.'  \  dx 


w 


y  ç,.    (d'il  du 


dx^  \  cix'  dx  r 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  aura 
évidemment  une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  — i 

576.  Exemple. 

— Z  + 1  ^  _  Z.  — 

dx'^         X  dx        x' 

Posant  j  =  e/"'^",  et  substituant  les  valeurs  de  —  et  de 

dx 

d-y 

-^  trouvées  plus  haut,  on  aura 

du  I  I 

dx  X  x^ 

OU 

X  du  -f-  u  dx         lû  x^  —  I 

-. ! —  z=z  o. 

dx  .r 


Posons  iix  ~  z,  il  vient 


dz    ^    z' 
dx 


OU,  en  séparant  les  variables, 


dx  dz 

-r+ --r-T=o; 
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l'iiUc'gralîon  donne 


.r^  -h  c  .r'  -y-  c 

C.         Z=    — 5  « 


2  -h    I  X-  C  X  [x'^  C) 

Tl  s'ensuit 

/udx=z   \  -^ dx  =^\c' 5 
J  ,r,[x^-  —  c)                          X 

d'où 

y  =  cS'*'^'  =  c' z=  c'x 

XX 

577.   On  traite  de  la  même  manière  toute  équation 

^[^^■^'  7Z?""'  ^j="' 

qui  est  homogène  par  rapport  aux  indices  des  différen- 
tielles, c'est-à-dire  dans  laquelle  la  somme  des  indices 
des  différentielles  dey  est  toujours  la  même-,  car  si  l'on 

pose  -—  =zp^  Téquation  deviendra  homogène  par  rapport 

dp     d^p  d^'—^p 

Exemple.  Soi* 

^   '  dx'        -^  ^^^\dx 

Cette  équation  revient  à  p  —  ^J'^y'j  p^,  ou 

équation  homogène  par  rapport  à  ^  et  à  --•  Si  l'on  fait 

^f 

dp 
p  —  cS'^'^y,      d'où      —  =  ueS'^'fy^ 

on  aura,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2)  et 
supprimant  le  facteur  commun  e-''""'^-^, 

«=/(j)î 
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donc 


c 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 


EXERCICES. 


1.  Intégrer  l'équation 


[dy^-i-rrl^Y        ^_ 


2Y/p dx  -i-f^ dx'  —fd 'j dx 
où  X  est  la  variable  indépendante. 
Solution  : 

X  =^  c'  ^-\  sl'i.  cj  —  c^  +  arc  cos 

2.  Intégrer  Véquation 

dx^ly  -  xds'd'y  =  adxds  v/(7/'^''+l'^)', 

dans  laquelle  ds  =  y/^'+Tp,  et  s  est  prise  pour  variable  indé- 
pendante. 

Solution  :  j  r=r  -  <?  (.r  +  «) '  +  c'. 

3.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  en  chaque  print 
est  égal  h  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 

Solution  :  L'équation  du  premier  exercice  où  l'on  mettrait  r  et  ô 
à  la  place  de  y  et  de  x. 

4.  Intégrer  Vécpiction 

dx'       ^  ^-^  '  dx  dx' 
Solution  : _ 

F  (r)  -  c^'^'^''.    ?  ( J)  =  /  ^/ F( 7)^, 
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QUARANTE-SIXIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOND 
MEMBRE. 

Définition.  —  Propriétés  de  l'équation  privée  de  second  membre.  — 
Equations  à  coefficients  constants.  —  Cas  des  racines  imaginaires  iné- 
gales. —  Cas  des  racines  égales.  —  Méthode  de  d'Alembert.  —  Autres 
méthodes. 


DÉFINITION. 

578.  On  appelle  équations  linéaires  les  équations  dif- 
férentielles dans  lesquelles  la  fonction  cherchée  et  ses 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré,  et  ne  sont  pas 
multipliées  entre  elles. 

Leur  forme  générale  est 

^     Tlu  -1-  P  -r--l  +  Q  -/-TT  -^  •  •  •  -^  T  -;'  H-  Uj  z=  V, 
d.xr  djf'-^         ^  djo"-'  dx  "^ 

P,  Q. ,  .  . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x, 

PROPRIÉTÉS    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    PRIVÉES 
DE    SECOND    MEMBRE. 

579.  Nous  considérerons  d'abord  Téquation  privée  de 
second  membre 

dx"'  dx'"-'         ^  dx'"-^  dx  ^ 

Si  des  fonctions  particulières  j^,j^^...^  y„  satisfont  à 
cette  équation,  la  somme  de  ces  fondions ,  et  même  la 
somme  des  produits  de  ces  fonctions  par  des  constarHes 
quelconques  Cj,  Cg, .  .  . ,  c„,  j  satisfera  également. 


En 

effet,  si  r 

'on  pose 

y 

::= 

-co'i 

-{- 

c, 

y-i  + 

.  .  . 

+ 

Cnfu 

» 

on  aura 

dr 

— 

C\ 

dx 

-^- 

C2 

dr-i 
dx 

+  . 

.-f-r„ 

■  dx  ' 

d\r 

d.r' 

= 

Ci 

d\r, 

dx- 

-■ 

Cl 

d'y, 
dx' 

+ 

■-+-Cn 

d\y„ 

" 

d"'y 

c, 

d"\r, 

Cl 

d'\r. 

_1_ 

■  -H  c,, 

d"':r. 

d.T"^ 

d.JC'^ 

dx'" 

^^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (II)  lui 
fait  prendre  la  forme 


c^    — -11  4-  p --1  -1- . , 

\  dx'"             dx'"-' 

...x£.u. 

/d'"  r,            d'"~'  yo 
Cl                 h  P           ■      -f- . 
\  dx'"'               dx'"    ' 

•--È--^- 

Or,  chacune  des  parenthèses  étant  nulle  par  hypothèse, 
l'équation  se  trouvera  satisfaite.  Cette  propriété  n'appar- 
tient qu'à  l'équation  privée  de  second  membre. 

o80.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  connaît  m  solutions  par- 
ùciilières  de  V équation  (II),  on  aura  Vinlégrale  géné- 
rale en  posant 

powvu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  nia- 

dy            r/"'~'  Y 
nière  à  donner  à  y.  — v?  '—  des  valeurs  arbitraires 

•^     dx  dx-"'-' 

pour  une  valeur  quelconque  de  x  (n"  552). 

Ces  conditions  ne  pourraient  pas  être  remplies  s'il 
existait  une  rclalion  linéaire  entre  quelques-unes  des 
fonctions j^i,j^2 5  •  •  •  O '"•  ^^^  exemple,  si  Ton  avait 

on  aurait 

j  —  (r,  -f-  «C3)  j,  -f-  (cj  +  bc^)y,  -+•  ^4  /<  +  •  •  •  H-  CmXm, 


QUARAJSTE-SIXIÈME    LEÇON.  IO() 

et  cette  expression,  ne  renfermant  que  m  —  i  constantes 
arbitraires,  puisque  c^  -\- ac^,  et  Cg  H-  hc^  ne  doivent  comp- 
ter que  pour  deux  constantes,  ne  peut  pas  être  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (II). 

581.  L'équation  linéaire  étant  homogène  par  rapport 
àj^  et  à  ses  dérivées,  on  peut  en  abaisser  l'ordre  d'une 
unité,  en  posant  j  =z  e^'"^^  (575)-,  mais  elle  cesse  d'être 
linéaire.  Elle  prend  alors  la  forme 

(III) h.  .  .-f-(w'"-l-  Pa'"-'-+-Q«'"-'-h.  .  .-4-U)  =0. 

Cette  équation  est  plus  compliquée  que  la  proposée, 
mais  elle  fait  découvrir  plus  facilement  certaines  inté- 
grales particulières.  Ainsi,  quand  une  valeur  u  =  r,  indé- 
pendante de  x,  annule  le  polynôme 

(i)  u"'-^  Pw'«-'  +  Qa'"-^  +  .  .  .-f-U  =f(u), 

l'équation  (III)  est  satisfaite  par  u  =  r,  car  les  dérivées 

du    d-ii  d""-^  u  ,,  ,  ,,, 

—  7  -^  •  •  •  5  — sont  nulles  :  par  conséquent  J  equa- 

dx      d.r-  dx"'~^  ^  *  ^ 

tion  (II)  est  satisfaite  par  j^  =  ce-*"""^^  =  ce'-^. 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS, 

582.  Dans  le  cas  où  P,  Q,...,  T,  U  sont  des  constantes, 
l'équation /'(m)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes 
/i,  /'s,...,  /',„.  En  les  supposant  toutes  différentes,  on 
aura  m  solutions  particulières  e'"'^,  c'^^, .  .  . ,  e'"'«-^,  et  l'in- 
tégrale générale  sera 

(2)  y  z=  c,e''**-h  c,<?''2*  4-  .  .  .  -j-  f„,6'''"'*. 

Pour  le  démontrer  il  suffît  de  faire  voir  qu'on  peut 
déterminer  les  constantes  Cj,  Cg, .  .  . ,  c„,  de  manière  que, 
pour  une  certaine  valeur  de  x,  par  exemple  x  =  o,  la 
fonction  y  et  ses  m  —  i  premières  dérivées  aient  des  va- 
leurs arbitraires  Z>,  b',..,^  ^("-^).   En  effet,  de  l'équa- 
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lion  (2)  on  lire 


dx 


^^  '       ^  ="''''''  ^'''  "^"  ""-^  '''  '""^'  -;-••■  -f-  ^.  'V.  ^^'«^ 


ei,  par  conséquent,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équations 

(2),  (3),  (4),. ..,  on  aura 

l  c^  -^  c^  -\-  Cs  -h .  .  .  -^  c„,  =z  b , 
I  f ,  r,  -L  C2  r-,  -+-  c.  T\,  -I-  .  .  .-\-c^  r,n  =  b', 
(C)    U.r'l-^c,rl-^c,rl-^...^c,,r^=.b'\ 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par /[,  A',  A'',..., 
/^('"-2)  eî^  j^  et  ajoutons-les  :  en  posant 

A-  -+-  A'  r  -h  k"?'-"  -f- .  .  .  -1-  A("'-^)  r— -  -f-  /"'-'  ~-  «j,  (r), 

on  aura 

^i  <p  (r,)  -f-  C2  (p  (^2)  -:- ...  -I-  c^  ç  (/•„,) 

zzz:  kb  -i--  A'Z»'   +  k''b"  +  .  .  .  -H  ^'('"-'). 

On  éliminera  c^^  Cg,.  .  .,  c,»,  en  prenant  pour  (p  (r)  une 
fonction  telle,  que  (p  (z'a),  <p  (''3), .  •  . ,  9  ('m) 7  soient  nulles, 
mais  que  ^[i\)  soit  diilérente  de  zéro.  Ces  conditions 
eeront  remplies  si  Ton  pose 

f  ('■)  =  {r—  r,)  {r~  r,) .  .  .(/•—  /■,,)=  ----:-  ? 

d'où 

et 

^(— .)  H-  .  .  .  +  k"b"  -1-  A'^^  H-  AZ> 


c,  =  — 


On  aurait  de  même  C2,  C3, .  .    ,  c,„.  Toutes  ces  constantes 
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ont  des  valeurs   linies  et  déterminées,   puisque /^  (/i), 
/'(/'s),.  .  .,/'(/•,.)  ne  sont  pas  nulles  (''). 

Si  l'on  donne  les  valeurs  b,  b\. . .,  h"'-\  de  j  et  de  ses 
dérivées  pour  X::^  a,  on  remplacera,  dans  l'équation  (2), 
X  par  [x  —  a)  sans  changer  les  constantes,  car  l'inté- 
grale (2)  peut  évidemment  s'écrire 

En  prenant  ensuite  les  dérivées  et  faisant  x  =^  «,  on  re- 
trouvera les  mêmes  équations  (C)  pour  déterminer  Ci, 


Exemple. 


— ^ —  /22r=o. 


7-  —  n-  =  o, 


On  a 
d'où 
et 

CAS    DES    llACTNES    IMAGINAIRES    INÉGALES. 

383.  Lorsque  l'équation 

f(r)  =:  /■'•■'  +  Pr'"-'  -f- .  .  .  4-  T/--f-  U  —  o 
a  des  racines  imaginaires,  la  formule 

yz=z  Cl  <?'■»  *  -f-  c-^ t''"^"^  -T-  .  .  .  -h  c„j  c''"'' 

représente  encore  Tinlégrale  générale,  mais  elle  renferme 
des  imaginaires.  Pour  mettre  l'intégrale  sous  une  forme 
réelle,  observons  que  les  racines  imaginaires  doivent  être 


(*)  On  pourrait  aussi  démontrer  ce  résultat  en  observant  que  le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  des  inconnues  Cj ,  c„,  Cg,. ..,  Cm ,  dans  les 
équations  (C),  est  égal  au  pi'oduit  de  toutes  les  différences  des  quan- 
tités /•,,  Tj,  Tg,. . . ,  prises  deux  à  deux,  produit  qui  n'est  pas  nul,  puisque 
aucune  de  ces  différences  n'est  nulle. 
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coiijugées  deux  à  deux  si  P,  Q, .  .  . ,  T,  U  sont  des  quan- 
tités réelles.  Soient  donc 

rj  =:  a  +  6  ij—  I ,      r,  =  a  —  6  V^~, 
on  aura 

=  e''^[{c,  +  c,)cos^x  -h  v/^(c,  —  C2)sin6^], 
ou  bien 

Ci^''^^  H-  c,e''^^  =  (Acosêx  -h  B sin ê j: ) c^-^, 

en  posant  A  =  Cj  -f-  Cg,  B  =:  (ci  —  Ca)  \/^^  :  A  et  B  dé- 
signent des  constantes  arbitraires  que  l'on  peut  toujours 
supposer  réelles. 

On  peut  encore  écrire  la  somme  des  termes  qui  cor- 
respondent à  deux  racines  conjuguées  sous  cette  forme 

cc^'-^sin  (g^  +  c'). 

584.  Exemples. 

d'r 

rz=dzn  y/ —  I, 
y  —  c,  e"^v-'  -4-  ^2  e-"^\/'-'  :=  Acosnx  -f-  Bsin/zo:.    • 

L'équation  en  r  est 

/  2  —  r  —  6  =  o  : 
on  en  tire 

A,  =  2,      r2i=  —  H-y/2  v^—  I,      ^3=  —  1—  v'ïï  v/—  I, 

et  par  suite, 

j  :=z  ce-^  -}-  e-'^  [Acos  (j:\/2j  +  Bsin(j7y/2)j. 

CAS     DES     RACINES     ÉGALES.     MÉTHODE     DE     d'aLEMBERT. 

585.  Lorsque  l'équation 

(i)  ^w -1- P/"'-'  -f-  Qr'"-^  -f-.  .  .  -}-T/'H-U  ^o 
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a  des  racines  égales,  les  leriiies  correspondants  à  ces  ra- 
cines dans  la  formule 

se  confondent  en  un  seul,  et  oii  n'a  plus  riiitégrale  géné- 
I  aie,  puisque  le  nombre  des  constantes  arbitraires  est  in- 
férieur à  m.  On  peut  cependant  déduire  de  celte  même 
formule  Tintégrale  générale  en  considérant  d'abord  les 
racines  comme  ayant  une  dillérence  qu'on  rend  nulle 
après  avoir  fait  subir  à  rexpression  une  transformation 
convenable. 

Pour  faire  comprendre  ce  procédé  par  un  exemple  très- 
simple,  proposons-nous  de  déduire  l'intégrale  j  ~=z\x 

de  Tintéc^rale  /  x'"dx  = h  C,  qui  devient  illusoire 

^         /  ///  -I-  I  ^ 

quand  m  =z  —  i .  Posons  m  ==:  —  i  4-  /z  -,  nous  aurons 


/ 


Maii 


donc 


^i'     -    ^ 


/: 


;^,=c  + 1  +  ixH- A  (,,.,,  ^.^(,,)3 


h  1.1^  1.2.3 

et,  en  représentant  C  +  y  par  c, 


/ 


—  ~c-\-\x-A l-f?-^ ::    l-^' 


Donc,  si  l'on  fait  h=^  o,  on  aura 


/ 


dx 

X 


586.  Revenons  maintenant  aux  équations  linéaires,  et 
supposons  i\=-i\.  On  peut  altérer  infiniment  peu  les 
coefficients  de  l'équation  (II),  n*^  579j  ^e  ii:wînière  que 
Stuiim.  —  A 11.^  IL  8 
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l'équalion  (i) /(^O  =  o  n'ait  plus  de  racines  égales.  Alors 

on  a  i\  —^  i\  -i~  II,  et 

j  —  C.  <?'■'  ^  +  C2  ^'•i^+''-^  -f-  C3  (?'-3^  -4-  .  .  .  H-  r„  e'-"'^, 
ou 

j  =  (C,  4-  Gj  e^'^)  f^'-'  -^  -f-  ^3  e'-'^  -f- .  .  .  H-  r„,  c''"'^ 

=r  ^'-1^  (  C,  -f-  C2  -^  C/ia:  H-  C,  —  .r^  -f-  .  .  . 
\  -  -1.2 

-4-  C3  6'''3^  -f-  .  .  .  -!-  c„,  e''"'-'^; 

OU  bien,  en  posant 

C,  -;-C:==c,     C,/i  — c', 
on  aura 

C-+-  c'x  -^  c'h \-  c' h''  ^  -f-.  .  . 

1.2  r  .2.3  j 

-i-  C3  e'-3  ^  -f- .  .  .-+-  Cn,C''n',; 

celte  valeur  de  y  satisfait  à  l'équation  différentielle  quel 
que  soit  h.  Donc,  en  faisant  h  =  o,  on  aura 

(3  )  jrz=z  c''''=(c  ■+-  c'x)  -h  C,  t''"^^  -f- ...  H-  (■„,  e'"'"^, 

expression  qui  renferme  ni  constantes  arbitraires  dis- 
tinctes quand  /'j,  7-3,  T;,,.  .  .,  r,„  sont  des  racines  diffé- 
rentes. 

Quand  trois  racines  sont  égales,  on  suppose  d'abord 
l'équation  modifiée  de  manière  que  deux  racines  seule- 
ment soient  égales,  ce  qui  donne  à  l'intégrale  la  forme 

y  =z  c'^--  (C  H-  Cx)  +  C3  e-'^M-  C4  e'-^^  H-  .  .  .  H-  C«  e''n^.  ' 

Puis,  supposant  r^  =  i\  -f-  A,  on  aura 

[f  /.2  ç   7.3  -1 

-f-  c^  e^'-^-r  •  .  .  -T-  c„,  c'''n^^ 
OU,  en  posant  C  -i-  C3  ==  c,  C'-l-  Cg  h  =  c',  ^^—  :i=r  c" ^ 

I  ,  n     .  ^"^^      ^  \ 

Y  =  e'"'  ^  I  C  -]-  C  X  -h  c  x^  H ^  x"  •-}-...  M-  r^  e'*^  H-  ...  ; 

équation  qui  devient,  pour  h  ■=■  o, 

(4)    /  =  ^'--(^4-r'. 
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Ou  trouverait,  de  la  même  manière,  que  si  la  racine  7\ 
était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes  qui  s'y 
rapportent  par 

e''"^  (c  -h  c' x  -]-  c" x"  -h  d" nâ), 
expression  qui  renferme  quatre  constantes  aibiuaiies. 

deuxiè;me  méthode. 

587.  Lemme.  u  et  V  étant  des  fonctions  de  a:,  si  l'on 
cherche  les  différentielles  successives  de  m^-*,  on  arrive  par 
induction  à  la  formule 

d"[uv)  =  ud^v  -^  ndud"-^u  +   -—- d^u  d"-^v  -f-  .  .  • 

1.  "2 

-h  n  <i"~'  u  d\>  -f-  i>d"u, 
OU  à  la  formule  symbolique 

d"u(>  z=  [du  -f-  c?p)("), 

en  remplaçant  dans  le  développement  du  second  membre 
les  exposants  des  puissances  par  des  indices  de  différen- 
tiation,  et  en  admettant  que  d^u  =  u. 

Pour  faire  voir  que  cette  formule  est  générale,  il  suffit 
de  montrer  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  «,  elle  est 
encore  vraie  pour  l'indice  w-hi .  En  effet,  soit  JxdPud"~^W 
un  terme  quelconque  du  développement  de  d"LH^.  On 
aura 

d"iw=\  kdPud"-Pv. 

De  là  on  tire 

£/"+>  iwz=\  (  /-  dP-^'u  d^-P  V  -h  h  dPu  d"-P-^^  v), 

OU,  sous  une  forme  symbolique, 

r/"-<-'  uvzz=\  /,- duP di^"~P  (  du  -^  d(^)  =  [du  -^  du)\  /c duP r^"-/'. 
Mais,  par  hypothèse, 

\  /■  duPdi>"~P  —  (  du  +  d(^)(")  ; 

8. 
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011  aura  donc 

rZ"-*-'  av  =  [du  -+-  du)[du  +  di>'p^  =z  [du  -f-  <'/(>)("+'), 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  démontrerait  de  la  même 
manière  la  formule  plus  générale 

d"{ uv.  .  .z]z=  [du  ^  dv  -\-.  .  .-^  dz)("K 

588.  Autrement.  Le  coefficient  A"  dans  l'équation 

(I)  d^uv^y  kdPud'lv 

est  un  nombre  indépendant  de  la  nature  des  fonctions  // 
et  r.  Soit  alors  //  =  ^''^,  \^  =  e*-^,  on  aura 

d"uv  =  ^«e(«+6)^~-  ^C"+^)^(,:j'  +  bYdx'\ 

et,  en  observant  que  p  -\-  q  z=.  n^  l'équation  (i)  deviendra 

[a  -h  Z))"J.r"  — \  kaPhldxP-^l; 
ou,  puisque  p  -j-  q  :—  n, 

[a  -i-  b)"=\  kaPb'^-P, 

Ainsi,  les  coefficients  de  d'^uv  ne  sont  autre  chose  que  les 
coefficients  de  la  n'T''  puissance  d'un  binôme. 

589.  Revenons  à  l'équation 

/-/"'  r  d'"^*  Y  d"'~'^  Y  dY 

(II)  ~-  +P-t^  +  Q'-7-^^  +  -*-+t/4-Uj-=o. 
^      ^      d.x"'  dx'"-^  dx'"-^  dx 

Remplaçons  j}^  par  uv.  L'équation,  ordonnée  par  rapport 
à  la  fonction  u  et  à  ses  dérivées,  deviendra 

I  d"' V            d'^—^v         ^dJ"~^v  ^dv  \ 

- h  P h  Q h...-i-T-—  H-Ut^M 

du 
dx 


I  K  X  n  (^"'  " 

\_m[m—i)[m  -  2) .  .  .2  .  i.^] -—   -^  o, 

\  .Q. .  .  .  ni  <**' 
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OU  bien 

,    .    ,.  .,  du  Y,    d'à  Y  m  d"'n 

^    ^  dx         1.2    d.i'  ^  i.2.3...md^-    ~     ' 

en  posant 

^^         d'^i>  d '"-'(>        ^d"'-'v  dv 

r/x'"  r/.r'«-'         ^  dx"'-'  dx 

''  =  '"  z^ -^  ('"-")  P  ;^.^î +  ("'- ^'i  Q  z?.^ -^- •••+ '^'•' 

y,=:m{m  ~  i)  — — -  4-(/72_i)(;;2_.2)P-— --  +...-4-1.  2. Se, 


Le  développement  (2)  est  analogue  à  celui  d'une  fonc- 
tion de  X  dans  laquelle  on  remplace  x  par  x-\-  h'^  car  on 
voit  que  les  polynômes  Vo,  Vi,  Vo,.  .  .,  V,„  se  déduisent 
du  polynôme 

çn,  _|_  Pp^-1  _|_  .   _  _U  Ti»  -1-  U 

et  de  ses  dérivées,  en  remplaçant  f^'",  ^^"'~^  ...,(>,  t^^  par 

590.  Maintenant,  si  l'on  pose  v-.—  e'''^  et  que  i'oii 
supprime  le  facteur  commun  e'"^,  l'équation  (2)  prendra 
la  forme 

(3)    /(.,„  +/  (.j  --  +/" (.)  _^_^ +  ____  ^ o, 

f(r)  désignant,  comme  plus  haut,  le  polynôme 

De  là  résultent  les  conséquences  suivantes  : 
1°  Si  i\  est  racine  simple  de  l'équation 

/W-o, 

on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  faisant 

Cl  désignant  une  constante  5  d'où  j  =  c^  e''-^'. 

Donc,  si  toutes  les  racines  sont  inégales,  on  aura  m  ki- 
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tégrales  parlicullères  coii tenant  cliacune  une  constante 
arbitraire,  et  dont  la  somme  formera  l'intégrale  générale. 
2°   Si  Tj  est  une  racine  double, /"(/•,), /^(/'i)   seront 
nulles,  et  l'on  satisfera  à  l'équation  (3)  en  posant 

clx- 
d'où 

3°  Si  Tj  est  racine  triple, /'(/'i), /'(/"i), /^^(rj)  seront 
nulles,  et  l'on  satisfera  à  l'équation  en  faisant 

d'  a 

d'où 

UT~  c  -\-  c'  X  -f-  c"  x\ 

y  ~-  c'"'  ^  ((?  +  C'x  -f-  c''x-  ) , 
et  ainsi  de  suite. 

TROISIÈME    MÉTHODE. 

591.  En  substituant  e''"  kj  dans  le  premier  membre 
de  l'équation 

,     d"*Y  <^™-'r        ^  d'^-^Y  ^dy 

^     '      dx"'  dx  -^  dx'"-'  (Ix 

on  a  identiquement 

^   '         dx"  c/^'"-'  ^/r  -^  ^    ' 

Différentiant  par  rapport  à  /',  on  aura 

^m  ,,rx  y.  /jm — t  ptx  y. 


_i_  p h  .  .  .  -'r-  Uc''^.r' 


/^x  ;       Jj?'"  dx'-    • 

\        =  .'-  [f"  [r)  -h  2.r/'  (/•)  +  x^-f(r)], 

et  ainsi  de  suite. 
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L'équation  (i)  montre  que  Ton  satisfera  à  Fcquation 
différentielle  (II)  en  posant  y -- e'»\  l'i  étant  une  des 
racines  de  l'équation /(/')  :=  o. 

Si  /'i  est  racine  double,  on  a  f(f\)  ^^  o^  et  la  rela- 
tion (2)  montre  que  Ton  peut  prendre  j^  --  e"^^-^  x,  ce  qui 
avec  e'i-^  fait  deux  solutions. 

Si  7\  est  racine  triple,  outre  les  deux  solutions  dis- 
tinctes déjà  obtenues,  on  déduira  de  l'équation  (3)  la  so- 
lution 7  ::=  e''-"  a-,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine  multiple  correspondra  un  nombre 
de  solutions  égal  à  son  degré  de  multiplicité.  En  multi- 
pliant toutes  ces  solutions  par  des  constantes,  et  les  ajou 
tant,  on  aura  l'intégrale  générale. 

EXERCICES. 

Solution  : 

r  =  C6'-'+C,  cos  —  ^-!-C,sm — a:-hCoCOS  —  jc--C,  sin  —  x-f-.... 

Solution  :    r  ::=  C  -f  •  C,  x  -f-  G,  .r-  + . . .  +  C„_,  .r"-' . 
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INTÉGRATION  DE  L'ÉQUATION  LINÉAIRE  COMPLÈTE. 

Réduction  de  l'équation  complète  à  l'équation  privée  de  second  membre. 

—  Cas  où  les  coefficients  du  premier  membre  sont  constants.  —  Abais- 
sement de  l'équation  linéaire  quand  on  connaît  un  certain  nombre 
d'inté{jrales  de  Téquation  privée  de  second  membre  —  Autre  méthode. 

—  Equations  linéaires  que  Ion  sait  intégrer.  —  Propriétés  de  l'équa- 
tion du  second  ordre. 

RÉDUCTION  DE  l'ÉQUAT;ON   COMPLÈTE   A   l'ÉQUATIOW    PRIVÉE 
DE    SECOND    MEMBRE. 

592.   Soit 

,    -  d"'  Y         _  d""-'  y  dy 

Posons 


'"  '-£ 


z  elant  une  fonction  de  x  et  de  a  tellement  choisie,  que 

dz     d-z  d'"~- z 

^'  7^'  T77^'    '  *'  ^r^^  soient  nulles  pour  a  ::=  .r,  et  que 

Ton  ait  pour  cette  môme  valeur 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  aura 

s:;  =  X  ^  '^''" 

z^  désignant  la  valeur  que  prend  z  lorsque  a.  =  X'^  mais, 
par  hypothèse,  cette  subslitution  annule  z'^  donc 

dy         f""  dz 

'd.x 

on  aura  ensuite 


d 

'dx' 
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mais  [-.-]   ==o;  par  conséquent  1  équation  précédente 
se  réduit  à 

on  trouve  de  la  même  manière  : 

d.:^~l  ■^^^^'•••'   ^'^--=1  ;z^''^' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  (I), 


on  a 


/"(£ 


z         ^d'"~'z  dz  \ 

Q      \^^.J"  d.x'"    '  dx  I  ^ 

et  il  suffit,  pour  que  l'équation  soit  salisfaite,  que  l'on  ait 

Si,  outre  les  conditions  cilées  plus  haut,  z  remplit  cette 

nouvelle  condition,  j  ^  /    zda  sera  une  intégrale  par- 

ticuLère;  en  la  désignant  par  z/,  et  posan t  j^ -- w -f- 1', 
l'équation  (I)  devier.dra 

Or,  la  première  partie  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle  par  hypothèse;  donc  l'équation  se  réduit  à 

Et  SI  Ton  peut  intégrer  généralement  celte  dernière  équa- 
tion,  u-h  V  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée  (i). 


H h...+  U«^=::0. 

dx'" 
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CAS    OU    LES    COEFFICIENTS    DE    l'ÉQUATION     (II)     SONT 
CONSTANTS. 

o93.  Quand  on  connaîtra  l'intégrale  générale  de  Téqua 
lion  (II),  en  y  remplaçant  x  par  x  —  a,  on  pourra  pro- 
liter  de  l'indétermination  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
renferme  pour  remplir  les  conditions  indiquées  plus  haut. 
C'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  coefficients  P,  Q,,..,T,  U 
sont  constants. 

En  effet,  i\^  r,,  /'a,.- -5  'm  étant  les  racines  de  l'équation 
(i)  f{r)  =  r"'  4-  P/-'"-'  +...+  T/-4-U=:o, 

on  pourra  écrire 

et  pour  satisfaire  aux  conditions  dont  il  s'agit,  on  posera  : 

C,  H-C, -f-.  .  .-!-C«=:o, 

Cl  r,  -i-  C2  A-,  +  .  .  .  -4-  C„  /V,  =r  G, 


C,  /■--'•  -!-  C2  rf- 

'•-+-...  -^ 

C. 

C-^  =  o, 

C,  a;«-^  -h  c,  rf- 

'-{-..  .4- 

c„. 

,--=:F(a). 

En  opérant  comme  au 

.  n«  582, 

on 

trouvera 

c  -  ''''^'       c  - 

t.,  —              î      LI2  — 

F  (a) 

••: 

et,  par  conséquent, 

F(aU'''*^-^-^-)        F( 

a)^''*'^- 

^-)    _ 

F(a)^'"/v^- 

^"      /V-.)        ' 

f\r,) 

•••""        /'('•«) 

On  aura  donc  /      zda.^  ou 


j  =   /        7.77-7-—  ^^^  +   /       1-T—- ^^^  -'  •  •  • 


e 


r['.n) 
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Mais  on  n'a  ainsi  qu'une  valeur  particulière  à  laquelle 
il  faut  ajouter  l'intégrale  de  l'équation 


^  p 

d.jc"'  dx"'-^ 


dv 
T---    -hUpzrzO, 

dx 


laquelle  est 


(^  irz  Cl  e^^^  H-  C-^Ê"'' 


Cj,  C2,  .  .  .  ,  c,,j désignant  des  constantes  arbitraires.  Ajou- 
tons cette  valeur  au  second  membre  de  l'équation  (2)  et 
observons  que 

,(^-a)F(a)./c 


X 


f[^\) 


c,  e'^' 


peut  s  écrire 


L  ./o  J 


/■('•.) 

ou,  en  remplaçant  c^f(j\')  par  r^, 


il  en  résultera 


(3) 


fin) 

e'-Ac.-\-  f"  ^-'■^=^F(a)./a  1 

H-  _____ 

evU,„-f-    /     6'-'""'^F(a)  Ja 

Ainsi,  dans  le  cas  des  coefiicients  constants,  rintégra]( 
de  l'équation  (I)  s'obtient  par  des  quadratures. 
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CAS    OU    l'on    CONNAIT    UN    CERTAIN     NOMBRE    d'iNTÉGRALE? 
DE    l'équation    privée    DU    SECOND    MEMBRE. 

594-.   Si  l'on   connaît   m    intégrales   particulières  j^i, 
r2,.  •  •  ,.r,.,  de  l'équation 

d"*  Y  d'"~^  V  d"'~'''  V  dv 

(II)  ^4-p^^-h_q4 !  +..._uT4^-f-Uj.=  o, 

^     ^    dx'"  J./;"'-'         ^  dx'"-^  dx  -^  ' 


on  aura 


C,  j, -I-C2J2  -h..  .-!-C,„7 


Cl,  C2,  .  .  .  ,  C„i  étant  des  constantes  arbitraires.  Or,  on 
peut  supposer  que  cette  valeur  dey  satisfasse  à  l'équation 

en  regardant  Cj,  C5,  .  .  .  ,  C,„,  non  plus  comme  des  con- 
stantes, mais  comme  des  fonctions  inconnues  de  x,  qui 
n'ayant  à  remplir  qu'une  seule  condition,  savoir  que  la 
valeur  de  y  satisfasse  à  l'équation  (I),  peuvent  être  liées 
entre  elles  par77z  —  i  relations  tout  à  fait  arbitraires.  On 
choisit  ces  relations  de  manière  que  la  détermination  des 
fonctions  Ci,  C2 ,  .  .  .  ,  C,„  n'exige  que  de  simples  qua- 
dratures. 
On  a 


,     — ■  ti,  — —  -f-  L2  — ~  .  .  .-\-  Li„, 

dx               dx                dx                             dx 

r/C,               r/C,                             r/a, 

Posons 

(0 

rfC,              rfC,                         r/C,, 

Alors, 

on  aura  simplement 

,         =    t-l          ,          -f-     t.2 1       .     .    .        1       t.,„       -7       ■■■ 

dx              dx              dx                          dx 
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et  celte  expression  de  —  est  la  même  que  dans  le  cas  où 

Cl,  Co,  .  .  •  ,C,„sont  des  constantes. 
On  aura  de  même 


— Cl  — ; H-   t.2  -----   -\-  .  •  .  -\-  y^m       ,         ' 

d.r'               dx'                dx^                               dx' 

en  po 

sant 

(=) 

dyydC,    .    dy.dC,    ^           ^    dy^dÇ.„  _  ^^ 
dx    dx     '     dx    dx     '                  dx    dx 

puis 

'^'^_c/-'''-.c/''>...^.c..7:, 

dx^            '    dx'                cix'                              dx' 

en  posant 

(3) 

d'y,  dC,    ^    d'y,  dC,             _^  d' y„  dC„,  _  ^^ 
~dx'     dx      '      dx^     dx         '  '  '    '      dx'     dx 

On  continuera  ainsi  à  former  les  dérivées  de  j  jusqu'à 

—  inclusivement,  en  égalant  toujours  à  zéro  la  somme 

dx"'-' 

des  termes  qui  renferment  les  différenli elles  de  Ci,C2,.'m 
C,n'  Enfin,  on  aura 

d"'r       ^  d"'y,             ^^'"^2    ,             ,  p„,  ^^'"r™ 

dx'"                d.r"                  dx-'^  dx'" 

d'"-'  j,  dÇ.,        d"'-'y^  dCj  _^  d"'-'y^  dC,^  ^ 

~^  ~d^'^'   'dû  "^   dx'^-'    dx  "  '    '     «>'«-'      dx  ' 

I  1  dr  d"' y     ,,, 

En  substituant  ces  valeurs  de  y,  -j--)  •  •  •  ?  — —  ?  1  équa- 
tion (I)  devient 

/^      ,^»-.,  ^  ___^     \ 

'  \  dx"'  dx'"-'  -"   ) 

*    d.r"'  dx'"-' 


d'"-\ri  dC,  ^    d'"-'y,dC,  ^     d"'-\r„,  dC„,  __  ^. 

dx'"-^  ~dx      ~   dx'"-'     dx        •  •  '  "^    dx'"-^      dx 
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Or,  les  polynômes  qui  mulliplient  Ci,C2,...«>  C„,  sont  nnls 
par  hypothèse  :  l'équation  précédente  se  réduit  donc  a 

r/"'-'  r,  dCn  ^  d"'-\y^  dC^    _  d"'-\r,n  dCr.  _ 

'     "^     dx'-'—^     dx     '      <r/.t"'~'      dx        •  —  dx'""^       dx 

^         .     .  ,,         .        dC,    dC,  da„ 

Un  a  ainsi ,  pour  déterminer  — ~  ?  — —  5  •  •  •  5  ?  les  m 

'-  dx       dx  de 

équations  (i),  (2)..  .  .,  [m)-  Supposons  que  leur  résolu- 
tion donne   - 

.'/C,  _  r/C.  _    ^  ^C.  _         ^ 


j  X,  r/j^,     G.  —  C2  -h  /  X2  dx , .  .  . 


il  en  résultera 
Cl  =  Cl 
et,  par  suite, 

X—  f^i  -i-   1  X,  dx]  J,  -;-  (  f2  H-   /  X,  dx\  7,  H 

59o.  Si  P,  Q,.  .  .,  T,  U  sont  des  constantes,  on  peut 
prendre  j^  =  e'"' •" ,  j^  ~  e'-^ -^^ . . . ,  j,„  z=z  e'"- -^ ^  /'i ,  /^ , . . . ,  r^ 
étant  les  racines  de  l'équation 

/(r)  =--  r«  -:-  P/""-  H-  Q/-'"-2  -i-  .  .  .  4-  Tr  -J(-  U  =:  o. 
Dès  lors  les  équations  (i),  (2),.  .  . .  (m)  deviennent 


dC,              dC, 

crr^          ^-  e'-*^  -r-  -\--  ' 
dx                  dx 

r/C,                    ^C, 

dx 

r/C,                           riC, 
^/.r           ^                 dx 

...+c---t!r-^' 

Par  la  méthode  d'élimination  déjà  employée  (582,  o93), 
on  aura 

^'    'd^  ~  7\n}' 
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d'où 

On  aurait  de  même  Co,  Co, .  .  . ,  C,„,  et,  par  suite, 


ce  qui  est,  au  fond,  la  formule  (3)  du  n"  o93. 

596.  Exemple  : 

Ici  m  =  2^  7\  •=-  72,  i\  ----  —  n.  L'intégrale  générale  sera 
donc 

y  z=z  e""^  (c,  4-  -'-    1  V6'-"^r/.r  j  -1-  g-"-^  (  Cj ^-   /  Y  c"'' clr  \  • 

597.  Si  l'on  connaît  seulement  m  —  i  intégrales  par- 
ticulières de  Féquation  (II)  (n^o94),  il  sera  possible  de 
ramener  l'intégration  de  Téquation  (I)  à  celle  d'une 
équation  linéaire  et  du  premier  ordre. 

En  effet,  supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ait  à 
intégrer  Féquation  de  quatrième  ordre 

^    ''  dx'  dx'         ^  dx'  dx  -^  ' 

et  que  l'on  connaisse  trois  intégralesj^i,  j)^2^  J's  Je  l'équa- 
tion privée  du  second  membre 

d' Y        _  d^  Y  d"^  y        _  dy 

(Il  -^  _^  p  YV  ~r  Q  "74  -H  T  -^  -I-  Uj  ^  o. 

dx'  dx^  dr/  dx 

On  représentera  encore  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (I)  par 

r   =C,J,    +C2J2   +    C;,j3, 

Cl,  C2,  C3  étant  trois  fonctions  de  x  qui,  n'ayant  à  rem- 
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p!ir  qu'une  condition,  peuvent  être  assujetties  à  vérifier 

'leux  relations  arbitraires. 

Si  nous  prenons  ces  relations  de   telle  sorte  que  les 

dy         ,    d\j        ...  .  ^ 

expressions  de  -—  et  de  - —  soient  les  mêmes  que  si  C,, 

^  dx  dx'  ^ 

Cg  et  C3  étaient  des  constantes,  nous  aurons 


df 

dx 

—  Li            H-  L2      ,       -i-  Li         -, 
dx                dx               dx 

d\r 
dx' 

-  ^'   dx'^     '    ^'  dx'     '    ^'  dx'  ' 

d\y 

dx' 

-^'    dx^     '    •  •  •    '      J.r^     ^x-    + 

d'r 

dx' 

~     '  dx'     ^    '"    '    ^  dx     dx^ 

d^Y,  d'Cy 
dx'-     dx'^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (I),  et  sup- 
primant les  termes  qui  se  détruisent  par  hypothèse,  nous 
aurons 

et  il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  suivantes  : 
,    .  dCi  dCi  dCs 

dx    dx  dx     dx  dx     dx 

De  ces  deux  équations,  on  tirera  pour -y-  et  — —  des 
valeurs  de  la  forme 

^^  —  X   "^       ^3  _  X   —  . 

dx  ^   dx  dx  dx 

En  les  substituant  à  —^5  -— ^  dans  l'équation  (i),  on  ob- 
tiendra, en  posant  —  '  --  z,  une  é  iualion  linéaire  de  h 
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forme 
on  aura 

de 

plus 

dz 

vz'-rj  : 

c, 

—  c. 

~h   /  X^zdx, 

C3=C3 

> 


X-^zdx. 


La  valeur  cle  z  con  tenant  déjà  une  constante  arbilrairv^, 
la  valeur  de  j  ou  Ci ji  -h  C2J2  -h  C3  jg  en  contiendra 
quatre.  Ce  sera  donc  l'intégrale  générale. 

598  Si  l'on  ne  connaissait  que  ///  —  2  intégrales  par- 
ticulières de  l'équation  (II)  (594),  on  serait  ramené  à 
l'inlégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
En  effet,  soient  j^  et  y^  les  intégrales  cotmues  de 
l'équation  (II)  (597)  supposée  du  quatrième  ordre,  ei 
représentons  par 

J--  C,  r,  --G2J2 

l'intégrale  cherchée  5  comme  on  ne  peut  établir  entre  C^ 

et  C2  qu'une  seule  reialion  arbitraire,  exprimons  que  - 

a  la  même  forme  que  si  Cj  et  Cg  étaient  des  constantes. 
Les  fonctions  C^  et  Cg  seront  déterminées  parles  équa 
tions 


V, 


ax 


(•) 

dC,            dC, 

(^) 

^  ~d7''  ' 

dx-              dx               dx^ 

.  .  -  -- 

G,  H,.  .  . ,  étant  des  fonctions  de  x.  De  la  première  on 

déduira  - -— *  ~-  X2  -~  ->  et  substituant  dans  la  seconde,  on 

dx  dx  ' 

aura  une  équation  où  Ci  nVnitrera  que  par  ses  dérivées 

dC,    r/  =  C,    r/3C,     .,  ,       f/C, 

—j-  ■)  -7775  -yj  •  Alors,  en  posant  ——  =^  z,  cette  équation 

prendra  la  forme 

d-z  dz 

Stuxm.  —  An.^  II. 
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Cette  dernière  équation  étant  intégrée,  on  aura 


Cl  ::=:  Cl  -4-    \  zdx, 

(M)  111  te 

C> 


■1  +  u 

^2  -r-    /  X:,  2  Clx, 


Comme  z  renferme  deux  constantes  arbitraires,  on  voit 
bien  que  Cj  j^i  -h  C2J)  2  en  contiendra  quatre. 

599.  En  général,  si  Von  connaît  n  intégrales  dis- 
tinctes de  r  équation  linéaire  privée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  V équation  complète  à  une  équation 
linéaire  du  [m  —  /z)'^'"^  ordre. 

La  démonstration  de  ce  théorème  général  est  suffisam- 
ment indiquée  par  ce  qui  précède  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  examiner  le  cas  particulier  où  Ton  ne 
connaît  qu'une  seule  intégrale  j'"!  de  l'équation  (II).  Nous 
poserons  alors 

et,  en  exprimant  que  cette  valeur  de  j  est  une  solution 
de  l'équation  (I),  nous  aurons 

les  nouveaux  coefficients  P^,.  .  .,  Ti  se  formant  comme 
on  l'a  dit  n*^  589.  En  posant 


dx 


l'équation  (i)  se  réduit  à 

équation  différentielle  de  l'ordre  ni  —  i.  Ainsi,  l'ordre  de 
l'équation  proposée   sera  abaissé   d'une  unité.   L'équa- 
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tion  (2j  éuiit  intégrée,  on  aura 

C,  =  rt  -I-  lu  dx  ^ 
et,  par  suite, 

yz=j.oy,  H-j,   \  udx. 

La  valeur  de  M  contenant  [m — i)  constantes  arbitraires, 
celle  de/  en  contiendra  ///:  ce  sera  donc  l'inlégrale  gé- 
nérale. 

AUTRE    MÉTHODE. 

600.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner 
permet  de  démontrer  le  théorème  général  énoncé  plus 
haut  (599),  et  fournit  une  autre  méthode  pour  abaisser 
l'ordre  d'une  équation  linéaire.  En  efî'et,  appliquons  le 
même  procédé  à  l'équation 

Soit  Wi  une  solution  particulière  de  Féqualion 

dx'—^    ~^^'  Tb^^  -i-...-HT,  M  =  o. 
En  faisant 


dx 


z  dépendra  d'une  équation  linéaire  de  l'ordre  m 2, 

d"'-'z  d"'-'z  d"'~'z 

et  l'on  aura 

u  =  ùui  -h  «,  /  zdx, 
et,  par  suite, 

J  =  «7.  -:-  ^j,  /  M,  dx  -;- j,  /  w,  dx  I  zdx, 


Q. 
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oir 

en  faisant 

La  fonction  désignée  ici  par  7  2  satisfait  à  Téquation 

car  si  l'on  suppose  V  nulle,  on  peut  prendre  z  =  o,  et 
par  conséquent  f  ==r:  o,  ce  qui  réduit  j  à  aj^  -f-  hj^^  ex- 
pression dontja  est  une  valeur  particulière. 

Pwciproqucmenl ,Oï\  trouvera  une  fonction  telle  que  Wj, . 
si  Ton  connaît  une  fonctionj)^25  ditTérente  dej^i,  qui  satis- 
fasse à  Tcquaiion  (3).  Il  suffira,  en  effet,  de  prendre 

dx' 

puisque  u  =■  —r--  se  change  en  u^  si  V  ;==  o,  et  qu'alors 

j^  est  une  valeur  particulière  de  j^. 

L'équation  en  z  étant  de  l'ordre  m  —  2,  on  cherchera 
une  valeur  z^  qui  satisfasse  à  l'équation 

et  l'on  aura 

z  =z  CZi   -f-  2 


p,.r. 


en  faisant  i  ^^  —t^-)  d'où 
dx 


J  —  (^ïx  +  by-i  -f-  ^^3  4-  9 , 

j  3  étant  encore  une  solution  particulière  de  l'équation  (!''), 
et  ainsi  de  suite. 
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On  pourra  dor.c  abaîsscr  Tordre  de  Féqualion  (I) 
(o9i)  d'aillant  d'unités  qu'on  connaîtra  de  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  (3),  et  l'intégrale  générale  de 
réquation  (I)  sera  de  la  forme 

/  étant  une  solution  quelconque  de  l'équalion  (I). 

L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière, 
puisque  la  solution  quelconque  j- ^^  ^^  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  en  faisant  nulles  les  constantes  «,  />,...  /. 

DE     QUELQUES     CAS     OU     l'oN      PEUT     IJVTÉGRER     l'ÉQUATION 
LINÉAIRE    A    SECOJND    MEMBRE. 

601     Si  dans  l'équation 
,  ,  d"'Y  (i"'~W  dy 

P,  Qi-v  U,  V  sont  des  constantes,  on  fera  y:=.---\~  z^ 
et  on  aura 

d"*z        ^  fl?'"-'  s  dz 

h  P h...-hT--H-lj3  —  o, 

dx""  d.i"'-'  dx 

équation  que  l'on  sait  intégrer. 

602.  Les  coefficients  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  étant  supposés  constants,  si  V  est  une  fonction 
entière  de  x^ 

Aa"  H-  Bj:"-'  4-    .  .  ^-  Gx  H-  il , 
on  posera 

j  ■=.  ax'*  -t-  bjc^~^  -\- ,  .  . -{-  gjc  -\-  h  z=:  Il  ^ 

et  l'on  déterminera  a,  ^,...,  g-,  h^  en  exprimant  que  cette 
valeur  satisfait  à  l'équation  proposée,  ce  qui  formera  au- 
tant d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues.  Une  première  in- 
tégrale étant  ainsi  obtenue,  on  posci  aj)^  =:  u-^-  ^^  el  ^  ne 
dépendra  que  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, et  privée  de  second  membre. 
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603.  Si 

V  =:  A  cosnx  -f-  B  sin  nx , 

A  et  B  étant  des  constantes,  ainsi  que  les  coefficients  du 
premier  membre  de  l'équation  (i),  on  fera 

y  =  û  cos//.r  H-  b  sin  n.x , 

ce  qui  réduit  l'équation  (i)  à 

(<7  G  -f-  b  U)  cosnx  H-  (<7K  -f-  b  L)  sin  r?x  =  A  cosn.T  +  B  sin  «.r , 

G,  H,  K,  L  étant  des  fondions  de  Ji  et  des  coefficients  de 
l'équation.  Pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  il  faudra 
qu'on  ait 

nG-h  bH=zA,      aK-hbL  =  B, 

ce  qui  détermine  a  et  ^,  à  moins  que  GL  —  HK  ne  soit 
nul.  L'intégrale  générale  sera 

j-  =  acosnx  -h  bsinnx  -\-  z, 

z  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d'"z  d'"-^z  dz 

;-  p [_..._;_  ï  +  U;s  —  O. 

dj(f'  dx'"-'  dx 

604.  La  métliode  précédente  est  en  défaut  lorsque 
GL —  HK  =  o.  Dans  ce  cas,  l'intégrale  doit  avoir  une 
autre  forme  qu'on  trouve  par  un  artifice  de  calcul  dont 
voici  un  exemple.  Soit  l'équation 

on  ne  peut  y  satisfaire  en  posant 

y  •=z  a  ces J7  H-  è  sin  jk  , 
car  on  trouverait 

—  a  cosor  —  h  sinx  -|-  a  cos^  -\-  bhi'O.xzn  cos.r, 
ou 

o  =  cos.r, 
équation  qu'il  est  impossible  de  rendre  identique. 
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Mais  si  l'on  prend  l'équation  plus  générale 

(2)  -—•- -hj  =  cos«a:, 

en  posant  y  =  a  cosnx  -!-  b  sinnx^  on  a 

a{i  —  n^)  cosnx  -\~  b{ï  —  n^)  sin/?.r  =  cosnx, 

d'où 

a  =z )      b=zo, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière 

cosnx 

y  = -;  • 

1  —  n' 
D'ailleurs,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

-— -  H-  j  =  o 

est  (384) 

y  =  CcosJi:  -f-  C'sinr; 
la  valeur  générale  de  j^  sera  donc 

cosn.x        ^  ^„    . 

r  = h  C  cos.r  -]-  U  sinx. 

I  —  n'^ 

Celte  valeur  deviendrait  illusoire  si  l'on  faisait  n  ~-  i  ; 

mais  on  peut  écrire,  en  posant  C  =  C^' — -^? 


cosn.v  —  cos.r  . 

r  =: h  C  cosj:  -f-  C  sin.r. 

I  —  n' 

Faisant   n  =  i,   le  premier   ternie   prend   la   forme  --5 

mais  sa  vraie  valeur  est  — ^ 1  donc  l'intégrale  générale 

de  l'équation  (i)  est 

.rsin.r  . 

Y  =  H-  G  sm.r  -f-  G   Cos.r. 

•^  2 

6O0.  On  obtient  encore  la  valeur  dej^"  en  remplaçant  n 
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par  I  —  /z,  et  posant  ensuite  h  ~  o,  après  avoir  fait  su- 
bir à  l'intégrale  une  transformation  convenable.  On  a 
d'abord 

C()s(.r  —  hx) 
X  ==  -y-7 — ~T'\ "^  G  cosx  -^  C  sin x , 

ou  bien 

.r       [r    .       cos//.r    "1  r  siii//,r     H   . 

r  =    C  -{-  — —    cos.r  -I-    G'  -i-  — sin jc. 

L  h[i~.h)\  L  h[i  —  h)\ 

En  développant  en  séries  coshx  et  sin/zx,  il  vient 
ou  bien,  en  posant  C"  =  C  -:- 


//  (2  —  /i) 

+    C'  -I —  — -~  -!-...     sin.r 

L  '2~  /l  b(2—  A]  J 

Si  maintenant  on  fait  h  =-.  o,  on  retrouve  encore 


.rs.n.r         _,    . 
X  — h  C'sm^  H-  G'  COS. 2^. 


606.  L'équation 


TTT^T  +  P  -T^  -1- .  .  .  -h  U  j  =  V 


IZ" 


$e  ramène  au  cas  précédent  (603)  quand  on  a 

V=:  Acosnx  -{-  Bs'mnx  -+-  A'cos/i'x  -f-  B'  sinn'x  -f- .  .  .  . 
En  posant  j  =z  u  -\-  ii' -h .  -  •  ,  il  suffit  de  satisfaire  sépa- 
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rt'meiU  anx  équations 

fl"'  Il  r/"'-'  u 

— r  t'  — h  .  .  ,  -\-  U  M  =:  A  cosnx  -1-  E  sm  îix , 

d"' u'            d"'-'u'  ,  ,  ,   .      , 

— l-P-7 h.  .  .  —  U«'=  k'cosn'x-^  B'sinw'x. 


007.  On  ne  sait  que  très-rarement  intégrer  une  équa- 
tion linéaire  à  coefTicienls  variables.  Voici  un  exemple  où 
rinlégralion  peut  s'achever. 

Soit  l'équation 


d.T"'  '  '  f/.?:"'-' 


dr 

4-  T  («^  -i-  ^)  ~  -h  Uj  ==  o, 


P,  Q, .  .  . ,  T,  U  étant  des  constantes. 

Posons  JK=  {ax -\-  hy^  substituons  cette  valeur  dans 
l'équation  (i),  et  supprimons  le  facteur  [ax -i-  (6)'"  com- 
mun à  tous  les  termes,  nous  aurons 

Îr[r —  \)[r  —  2).  .  .{r  —  m  4-  i)  a"' 
H-  P .-  (/•  —  1  ) .  .  .  ( r  —  w  +  2 )  a"'~'  -{-...  H-  U  =  o. 

Celte  équation,  étant  du  degré  ?72,  donnera,  en  général, 
ni  valeurs  constantes  et  inégales  pour  r\  en  les  désignant 
par  j\ ,  /v, . . . ,  r„,,  les  expressions  (^'X-h  /?)'"',  (a.r  +  è)''°-, . . . , 
[ax  -T-  i>Y"'  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (1),  d'où  l'on  déduira  l'intégrale  générale 

j  —  C,  (^.cr  +  ^l-"'  -\-  C,  {a.T  -{-  by--^...-{-C„,{a.v-{-  ùy-». 

Toutefois,  la  forme  de  celte  intégrale  serait  modifiée  si 
quelques-unes  des  racines  étaient  égales  ou  imaginaires. 
Il  faudrait  alors  se  servir  de  procédés  analogues  à  ceux 
que  l'on  a  employés  aux  n^^  004  et  OOo. 

Au  reste,  on  1  amènerait  l'équation  (i)  à  une  équation 
linéaire  à  coellicients  constants  en  posant  ax  -i-  h  =  e'. 
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PROPRIÉTÉS    DE    l'ÉQUATION    DU    SECOND    ORDRE, 

608.   Quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  j^j 
de  l'équation 

d""-  r  dy 

les  procédés  des  n^^  597  à  600  permettent  de  l'abaisser  au 
premier  ordre,  et,  par  suite,  de  l'intégrer  complètement. 

On  peut  encore  opérer  de  la  manière  suivante. 

On  a,  par  hypothèse, 

dx^  dx 

Eliminant  Q  entre  les  équations  (i)  et  (2),  il  vient 

et,  en  posant 

dy  dyi  .,  d^  y  d"^  y^         du 

Féquation  (3)  devient 

, , ,  du        _ 

dx  , 

d'où,  en  intégrant, 

On  aura  donc 

(5)  r/]L-/iZl^c^S^^^, 

dx  dx 


ou 


y         Ce-S^^'dx 
d  —■==. : •  : 


J.  J'x 

et  enfin, 

re-S'^d-'dx 

(6)  j  =  C'j.-hCj.j  —JT— 
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G09.  L'équaiion  (5)  fait  connaître  plusieurs  propriétés 
de  réqnalion 

(Lv^  a.c 

La  constante  C  n'étant  pas  nulle,  en  général,  suppo- 
sons C  ^>  o  :  on  aura 

il)  r<- — r— ->û; 

au;  djc 

par  conséquent,  la  lonction  j  et  sa  dérivée  -f-  ne  peuvent 

pas  être  nulles  en  même  temps. 

La  même  propriété  appartient  aux  lonctions  j^  et  — -• 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y^  comprennent  une 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  7,  s'annule  pour 
x  =  «  et  pour  a:--  h^  on  a  dans  ces  deux  cas.  d'après 
l'inégalité  (7), 

Ad)\  ,        .  .  .  , 

insi,  j'-  et  ——  sont  de  signes  contraires  5  mais  quand  x 

^     j  ^    7     dy\     ,  T        . 

croit  de  a  a  /?,  ~—  change  de  signe  pour  une  certaine  va- 
leur :r=r=a-  donc  j^  doit  aussi  changer  de  signe  avant 
que  X  ne  devienne  égal  à  h.  Par  conséquent,  la  fonction  j^ 
s'évanouit  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  annulent  j^  se 
trouve  une  valeur  qui  annule  y^. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait  croître  .r,  les  deux  fonc- 
tions y  et  y^  s'annuleront,  l'une  après  l'autre,  allerna- 
tivemcnt.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur  l'équation 

dx- 

qui  a  pour  intégrale 

y  r—  C  sin^  -f-  C  cos^'. 
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EXERCICES. 


*  *  dx- 


boLLTION  : 


SOLUTION  :  J  V.C     -1-  v^  ^ 


^\2 


7(7''^    dx^    -^       (n-<^0 


*^        i[i-^  X)        1         J    [\-^-  xf 
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QUARANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

RÉSOLUTION   DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
PAR  LES   SÉRIES. 

Développement  par  la  série  de  Maclanrin.  —  Méthode  des  coefficients 
indéterminés-  —  Autre  forme  de  développement.  —  Intégration  d''Line 
équation  difTérentielle  par  des  intégrales  définies. 


DÉVELOPPEMENT    PAR    La    SÉRIE    DE    MACLAUÏÏIN. 

610.  Étant  donnée  une  équation  entre  y  et  quelques- 
unes  de  ses  déiivée's  par  rapport  à  x,  on  peut,  comme  on 
l'a  vu  (550),  développer  7  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x —  «,  et  ce  développemeni 
contient  j?i  constantes  arbitraires,  qui  sont  les  valeurs 
de  j'  et  de  ses  m  —  i  premières  déri\ées  pour  x  =  a.  En 
faisant  a  -~  o,  on  obtient  une  séi  ie  ordonnée  suivant  les 
])uissances  ascendantes  de  x.  Mais  il  peut  arriver  que 
certaines  dérivées  devenant  infinies  pour  x  =  o,  la  série 
soit  en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  con- 
veriables  à  d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  atbilraires. 
Dans  ce  cas,  la  série  contenant  moins  de  m  constantes 
arbitraires  ne  représente  plus  l'intégrale  générale,  mais 
seulement  une  intégrale  particulière. 

En  voici  un  exemple.  Soit 

d  '  y  a  Y 

X  — '■ 1-  2  — — i-  n-xr  =z  o. 

d.rr  df 

En  différentiant  cette  équation  plusieurs  fois,  on  aura 

X  -—  -h  3  — —  4-  n-x V-  n  jr=zo, 

dj:^  d.r.'-  dx 

d^  Y  ,  d^r  ,     d'Y  ^  dy 

dx''  dx'^  dx^  dx 

d'Y  ^  d' Y  d'Y  ^       (l'Y 

dx^  dx''  (ix-^  dx-^ 
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La  loi  de  formation  est  évidente.  Or,  si  dans  l'équation 
proposée  on  fait  x  =^  o,  j  =:z  b,  j-  =  b',  il  en  résultera 

— '-  :=:;  co  ,  à  moins  que  b^  ne  soit  nul.  Il  faut  donc  faire 

~  :=zo  pour  X  ^^o,  et  alors  les  équations  dérivées  sui- 
vantes donnent 

d-r  r>''-h         d^r  d'' r        n^h 

'd^~         3~'      'dx^^^'     ■^~~5~'"*' 


et,  par  conséquent 


JiX 


c  •  ^ 

OU,  en  taisant  -  ^m:  c, 
n 


?A  rt  w  r 

y  -_,.^  c  


On  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière.  Pour 
avoir  l'intégrale  générale,  il  faut  poser 

_  S"!n  nr 

C  désignant  une  fonction  de  x.  La  reclierche  de  cette 
fonction  conduit  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre, 

d'où  l'on  déduit 

C  =  c'  +  c"  cot  nx, 
et,  par  suite, 

e'  «in  rj-y  -     r"  cos/?r 

J— 

,r 

On  serait  parvenu  tout  d'abord  à  ce  résultat  si  l'on  avait 
développé  j^  suivant  les  puissances  de  x  —  a^  en  se  don- 
nant les  valeurs  de  j^  et  de  —  pour  x  ~~  a. 

u,X 
MÉTHODE    DES    COEFFICIENTS    INDÉTERMINÉS. 

611.  On  peut  encore  employer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  pour  développer  en  série  l'intégrale 
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d'une  équation  différentielle.  On  obtient  souvent  par  ce 
moyen  des  développements  qui  renferment  des  puis- 
sances négatives  de  x,  ce  que  ne  peut  donner  la  série  de 
Maclaurin. 

Reprenons  l'équation  différentielle  du  numéro  précé- 
dent, sous  la  forme 

(P  Y        1  dy 

Supposons  que  l'intégrale  soit 

(2)  j  =  A^^  -;-  Bx^  -f-  Cx^  H-  > .  . , 

a,  ê,  y, .  .  .  étant  des  nombres  croissants  ;  on  aura 

dx 

^  =  a  (a  —  i)  A.r^- -^  -i-  6  (6  —  il  Ba;^  "^  ^  .  .  . , 
dx- 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée 
donnera 

l  Aa(a  +  i)x^-^-f-A«^x^'--hBg(S4-i).r^-' 

(        H-B/z'^x^+  €7(7  -\-i)x^~^-^Cn-'x^-^.  .  .  =  0. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique,  il  faut  que  les 
coefficients  des  différentes  puissances  de  x  soient  nuls 
séparément.  Or,  puisque  c:,  ê,  7.  .  .  sont  des  nombres 
croissants,  a  —  2  est  le  plus  petit  exposant  de  x  dans 
l'équation  (3).  On  doit  donc  avoir 

Aa(a  -1-  i)  =  o, 

et,  comme  A  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  qu'on  ait 

ar=ro,      ou      a  =  —  I. 

Prenons  d'abord  a  --  — i.  Les  deux  pi  us  petits  exposants 
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qui  viennent  ensuite  sont  a  et  6 — -2.  Ils  peuvent  être  égaux 
ou  inégaux  :  s'ils  sont  inégaux,  le  terme  Bê  (o-j-i)  j:^"~^ 
ne  pouvant  se  réduire  avec  un  autre  devra  être  nul  de 
lui-même,  ce  qui  donnera  0=^0  ou  Q  =  —  j.  Mais  on 
ne  peut  supposer  §  =  —  i .  puisqu'on  a  déjà  a  =■■  —  i ,  et 
que  a  est  supposé  moindre  que  ê  :  donc  ê  =  o.  Parmi  les 
exposants  qui  suivent,  les  plus  petits  sont  a  et  y — 25 
nous  devons  les  supposer  égaux,  car  le  terme  An^x^-  doit 
se  réduire  avec  un  autre,  puisque  A  ne  peut  être  nul.  De 
là  résulte 

7--I,        A/^^+  C7  (7  -f-l)  =:0. 

On  trouvera  de  même 

c  :—  3,      Cn'  -h  E  g  (  s  -h  i)  -==  o, 
et  ainsi  de  suite*,  il  en  faut  conclure 


C-::^- 

A«' 
1.  2 

,         D  = 

B/?2 

-           1.2.3' 

u  . 

ApJ 

V  — 

B«* 

l 

.2.3. 

4'    ^- 

"  1.2.3.4.5' 

)  •  ' 

Par 

'  conséquent. 

> 

.■=-a( 

'  r 
^x 

h  - 

1.2         1 

n'x^ 

\ 

■) 

.2.3.4 

/ 
-t-B 

\ 

rf\x'- 

n^.z' 

^          ] 

[.2.3      ' 

1.2.3.4.5 

ou 

J  — 

A  COS/TX 

R  si  n  nx 

H 9 

nx 

X 

on 

bien,  en  posant  A 

B 

=  c', 

ccoîif7x  -+-  c'  s'mn.r 

012.   Si,  au  lieu  de  supposer  o  —  2  diOcrent  de  a,  on 
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fait 

6  —  2  =  a=:  —  1,      d'où      6  =  1, 

le  terme  €7(7  +  1)0:''"^,  n'étant  pas  nul,  puisqu'on  a 
7>>6]>i,  doit  être  détruit  par  Bn^x^.  On  a  donc 
y  —  2  =  ê-,  on  aura  de  même  â  —  2  =  7,  s  —  2  =  0,.... 
Par  conséquent, 

6  =  1,     7  =  3,     ^  =  5,..., 
il  s'ensuit 

1.2  I.  2.3.4  !  .2.  .     ^  ' 

ce  qui  donne 

'.r  n^.x^  \         A  co.s/?.r 


J 


=  a(1-^ 

\x         I. 


2  1.2.3.4 


mais  on  n'obtient  ainsi  qu'une  intégrale  particulière. 

L'hypothèse  a  =  o  conduit  aussi  à  une  intégrale  par- 
ticulière 

A.'  sinnx 
nx 

En  ajoutant  ces  deux  intégrales  particulières,  on  re- 
trouve l'intégrale  générale. 

Au  reste,  il  suffit  de  faire  xj  =  11  pour  ramener  l'équa- 
tion ([)  à  la  suivante  : 

d'il 
que  l'on  sait  intégrer. 

AUTRE    FORME    DE    DÉVELOPPEMENT. 

613.  L'équation  linéaire  du  second  ordre 

ci^  Y  dr 

*    '  (/.r-  dx 

peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes. 
Sturm. — An.,  II.  10 
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En  effet,  posons  j=u2.  L'équation  proposée  deviendra 

d^z       (    du             \  dz            [d'u        ^  du 
(2)   «.  ---  +  U  -r  -^  P «  1  -7-  +  3 h  P  -7-  -h  Q w 


dx^        \    dx  j  dx  \  dx'^  dx 

Déterminons  11  par  la  condition 

du       _ 
(3j  ,,_  +  p„  =  o, 

d'où 

uz=.e    "  ^ 

celte  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  (2),  on  aura 

R  étant  une  fonction  connue  de  x, 

614.  Désignons  par  A  et  B  les  valeurs  de  z  et  de  -—-5 

correspondant  à  une  valeur  arbitraire  x=^a.  Nous  au- 
rons, en  intégrant  deux  fois  de  suite,  entre  les  limites  a 
et  ;r,  les  deux  liiembres  de  l'équation  (4)  : 


dz  r^ 


dx 


dx  I     B.zdx; 
OU  bien,  en  posant  frn:  A-f- B  (x  —  a), 

dx  l     Rzdx» 

a  J  a 

Si,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5),  on  rem- 
place z  par  la  valeur  que  donne  cette  même  équation, 
on  aura 


/  +  /     dx  l     R  tdx 


(6) 


/^X  r»X 

/     dx  \     R, 

J  a  J  a 

J/^  X  rtx  rtx  r*x 

dx  I     Vvdx  I     dx  j     Rzdx, 
a  J  a  *J  a  *J  a 
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et,  en  remplaçant  encore  z  par  la  valeur  (5), 


(7) 


dx  j      Rtdx  -{-■  j     dx  /      RrZr  /     dx  /     Rtdx 

a  J  a  Ja  *-'  a  *^  n  *' a 

Jr*x  r»x  r»x  r*x  r*  X  r^x 

dx  j     Kdx         dx  l     Rdx  I     dx  j     Kzdx. 

615.  En  continuant  ainsi,  on  obtient  pour  la  valeur 
de  z^  une  suite  indéfinie 


(8) 


=  t  -[-  j     dx  j     Rtdx 

*y  a  J  a 


dont  chaque  terme,  à  l'exception  du  dernier,  se  déduit  du 
précédent  en  le  multipliant  par  RJx^,  et  en  intégrant, 
par  rapport  à  x,  deux  fois  entre  les  limites  a  et  x.  Le 
dernier  terme  §e  forme  d'après  une  loi  analogue,  mais  il 
contient  toujours  la  fonction  inconnue  z.  Cependant,  le 
développement  (8)  pourra  servir  au  calcul  de  la  valeur 
approchée  de  z^  si,  à  mesure  que  le  nombre  des  termes 
augmente,  le  dernier  tend  vers  o.  C'est,  en  effet,  ce  qui 
arrive  quand  la  fonction  R  ne  devient  pas  infinie  dans 
l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  x  croisse  d'une  ma- 
nière continue  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  une  valeur 
quelconque  h.  Soient  M,  pt,  C  les  plus  grandes  valeurs  de 
R,  z^  ty  dans  l'intervalle  considéré.  On  aura,  en  valeurs 
absolues, 

R<M,     2<fx,     ^<C; 

le  signe  <^  n'excluant  pas  l'égalité.  Si  l'on  trouve  pour  p. 
une  valeur  finie,  il  sera  démontré  que  z  ne  peut  pas 
devenir  infinie  entre  les  limites  a  et  b. 

Or,  en  premier  lieu,  on  a,  dans  cet  intervalle, 

R^<G]M, 
donc 


XX  rt  X 

Kidx<:  /     CMdxj 
J  a 


a 

lO. 
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bu 

/     Rtdx<CCM{a:—a). 

J  a 

Bf^  là  on  tire,  en  intégrant  successivement  : 


J^^        r^                         (x  —  nV- 
dx  \     Vxtdx  <  CM - 


j     dx  j     B.dx  I     dx  j     Ktdx<,C^V  ^ -^ 

J  a  J  a  J  a  ^  a  .  •  .  if 

^x  px  ^x  ^x  ^x  ^x  ix  —  a 

j     dx  /     Rdx  /     dx  /     Vvdx  /     dx  /     Rtdx<CCW 7 

*/a  J  a  Ja  J  a  J  a  J  a 


6~' 


et  ainsi  de  suiie. 

D'un  autre  côté,  on  a 

d'où 


/     Rzfi?jc<^  pM  (  J7  —  fl), 

J  a 

C"        C"  {x~aY 

/  dx  /  ikzdx<: pM  ^ -5 

I     dx  j     Rdx  j     dx  j     Rzdx<Cl^'^^'- -/"î 

Ja  Ja  J  a  J  a  1  ...  4 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  arrêtant  le  développement  de  k 

(  X a  Y" 

5  ji  -h  I  termes,  le  dernier  sera  moindre  que  ft  M"  ■- 

D'après  ces  inégalités,  on  déduit  de  l'équation  (8) 

f.r  —  aY        ^,,    (^  —  nY 

5<C-f-CM^ ^-l-CM^-^ ^,-  +... 

1.2  1 .2.5.4 

H-  GM«-'  ^ '- ;  -f-  i^  M«  -^ — , 

1.2. .  .2  (/^  —  ij  1  .2.  .  .  2« 

et,  à  fortiori^ 

ij.W{x  —  a) 

2 


^o^  -^  1.2...2/^ 
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car  on  a 

1.2  J.2.0.4  2      ^  -^ 

Un  sait  que ou — — '—  peut  devenir 

^         1  .'2.  .  .in  i  .1.  .  .in        ^ 

moindre  que  toute  quantité  donnée  e,  quand  n  est  suffi- 
samment grand .  Donc,  si  l'on  désigne  par  K  la  plus  grande 

valeur  de  -  C  [t'i^-'')\/'>i^  _]_  <î-(^-'^)v/îî]  ,  quand  x  varie  de 

a  h  b,  valeur  qui  est  indépendante  de  7î,  on  aura 

z  ■<  K  -h  ps. 

Cette  inégalité  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  ^,  on  peut  remplacer  z  par  sa  plus 
grande  valeur//,  et  l'on  aura 

Il  <C,  K.  -f-  pe, 
d'où 

Ainsi,  [Â  ne  peut  pas  devenir  infini,  et,  par  conséquent, 

le  reste  de  la  série  (8).  qui  est  moindre  que  ^  M"  -^ > 

tend  vers  o,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

616.  On  arrive  encore  à  la  formule  (8)  (615)  par  la 
méthode  suivante  ; 
Posons 

Uq,  Wi,  u^^.  .  .,  étant  des  fonctions  de  x  que  nous  alious 
déterminer.  On  doit  avoir  -~  =  Rz  (613),  ou 

d'Uo        fP  a,        (Pu -2,  „  „ 

-;-7  +  -7^  +  -T-r  -1-  .  •  •  =  R«o  +  R«i  -h  .  .  .  . 

dx^  dx^         dx- 

Or,  on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

f/V/o  d'il,  d^ii^ 
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En  supposant  que  l'on  ait  z/q  =  A,  -,—  ==  B  pour  x  ^=^  a, 

et  que  i/i,  i^g, .  .  .,  ——5  — ?  •  • .,  s  annulent  pour  x  =-  a, 
on  tire  des  équations  (1)  : 

«0  =  A  -h  B  (x  —  a)  z=zt, 

r*x  r>X 

U^  =:    I      dx   \      VvtdXf 

*J  a  */  a 

Jnx  n-x  nx  /ix 

'     dx  I     l\dx  I     dx  I     B.tdx, 


On  démontrera  que  la  série 

est  convergente,  comme  on  l'a  fait  n*'  615, 

d'"  z 
On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  — ^  ■,=z  R^^ 

et  l'on  aura  une  série  dont  cliaque  terme  s'obtiendra  en 
multipliant  le  précédent  par  ^dx'"^  et  intégrant  m  fois. 

617.   Comme  application  de  cette  méthode,  considé- 
rons l'équation  du  second  ordre 

(!)  ;z^^  =  ^^"^' 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 
dy 

en  posant 

I  dz 

Pour  plus  de  simplicité,  supposons  a  =  i,  et  prenons 
toutes  les  intégrales  indiquées  au  numéro  précédent,  entre 
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les  limites  o  et  .r  :  nous  aurons 

/  =  A-h  Bx. 

Multipliant  par  x"'dx^  et  intégrant  deux  fois  entre  les 
limites  o  et  x^  il  viendra 


(/«  H- i)  (w  -{- 2)         (w  H- 2)  (/w -+- 3j 

Nous  aurons  de  même  successivement, 

__  kT^"'+' 

"'  ~~  (w  4-  1)  (/w  -h  1)  [^ni  4-  3)~(2//2  -P4] 

-j 1: , 

[m  4-  2)  [m  4-  3)  (2w  4-  4)  (^'''  ~1-  ^) 

«3 


4- 


(w  4-  I;  [m  -h  2)  (2A/2  4-3)  [im  4-4)  (3/7ï4-5)  (3/72  4-6) 

B.r'"'+' 
(/;2  4-2)  (/7/4-3)  (2/;/4-4j  (2/724-6)  (3aa/4-6)  '{6m  4-7) 

et  ainsi  de  suite. 

Par  conséquent,  la  valeur  de  z  sera 


=4 


(/72  4-i)(///4-2)    '     (w  4-lJ  (//74-2J  (2/7/  4-3}(2/// 4-4) 


(/72  4- I  )  (  W  4- 2 j  (2  77/ 4- 3  )  (2  772  4-4  )  (  3 /72  4-5  )  (3 /72  4- 6) 

ta:' 
^4-, 
(///4-2 


^  + 


■] 


)(/7î4-3)      '     (/// 4- 2)  (772  4- 3)  (2/7/ 4-4)  (2772+5) 

-\ . h... 

(/72  4- 2)  (/72  4- 3]  (2  7724- 4)  (2/7/4-5;  (3/7/ 4- 6)  (3/7/4-7)  J 

Quand  772  rzz  o,  cette  formule  se  réduit  à 

z  —  A ■ h  B  — — —  =  A'e^  4-  BV'^ 

2  2  ' 

qui  est  bien  l'intégrale  de  Téquation 

g  =  .    (582). 
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INTÉGRATION     d'uNE     ÉQUATION     DIFFÉRENTIELLE     A    l'AIDE 

d'intégrales  définies. 


618.  Soit  l'équation  différentielle  du  second  ordre 


(') 


d'^r        m  dy 

dx^         X  dx  ^ 


m,  et  A^  désignanl  deux  constantes  :  admettons  que  son 
intégrale  puisse  être  développée  en  série  convergente 
procédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  et  po- 
sons 

y  =  kx""-  +  Bx^  -h  .  .  .  -i-  L.r'^  -h  M-r/*  + 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 


-4-  m  INI  ^ 
ih'kx'^  -f-  2A^B.r^  +...+  a.h-'hx^-  +  ihnix^-  +...=0. 


Pour  que  cette  dernière  équation  soit  identique,  il  faut 
d'abord  qu'on  ait 


Aa(a-i) 

^«-2_|_Bg(6- 

-I) 

H- /«A  a 

+  /72B6 

a(a  —  I  -I-  m)  =  O, 


c'est-à-dire 


a=o,     ou     a:=i  —  m. 

Si  Ton  prend  d'abord  a  —  o,  et  que  l'on  procède  comme 
il  a  été  indiqué  au  n^  611,  on  trouvera  la  série 

__       r  A^r^ fi^ 1 

'^'        ^    L         i.[m-^i)        I  .2.(/72 -i- ij(,m-t- 3)        '  *  ' J 

Si  l'on  fait  a  =  i  —  m,  on  aura  par  le  même  procédé 

r  h'x'  h'x'  "I 

y^-^B.x        y.       ,^^3_,^^^    .    i.2.(3  — mj(5  — m)  J' 

Vj  et  jTa  sont  deux  intégrales  particulières  contenant  cha- 
cune une  constante  arbitraire.  Leur  somme  j-i  +72  sera 
donc  l'intégrale  générale. 
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619.  On  peut  remplacer  les  séries  ji  ety^  par  des  inté- 
grales définies.  En  effet,  entre  les  coefficients  L  et  M  de 
deux  ternies  consécutifs  de  la  série  j'"!,  on  a  la  relation 

/^'L  =r  M/?  (i  —  m  —  ip). 

Or,  on  déduit  de  la  formule  (B)  (I,  372)  une  relation 
analogue  entre  deux  intégrales  définies,  savoir  : 

I     cos'Pasin'"-'af/a=r •   /     cos-P-'^usm'"-^a.da.. 

Jo  2/>-i-/7/— iJo 

Le  rapport  de  ces  deux  intégrales  est,  à  un  facteur  con- 

M 
L 

M  =  Ap  j     cos^P  a  sin*"-'  a  dx, 

'L=Ap-i  j     cos'^-'asin'"-'ar/a, 
Jo 


,      ,1  M     .   , 

stant  près,  égal  au  rapport  —5  si  donc  on  pose 


on  aura 

M Ap        ip  —  I 

h' 

L        A^_,  ip  -\-  m  —  \  ~  p[i- 

-m  — 

9.p) 

donc 

à' 

An   -  An— !• 

^  {2p-l)p         ' 

D'après  cette  formule,  et  comme  A^  n'est  autre  chose 
que  A,  on  aura 

A  ''■^''     A  A     -AI^A^  A  A      i-'^^'"'' 

A,  =: -A,       A2 — T~F^'-">       Ap-=A 

1.2  1.2.3.4  1  .  2  .  .  .  2/>  ' 

par  conséquent, 

M.  =  A'  -^ —  I     cos^/' a  sin'"-'  oLcix 

P  l.2....ipj^ 


et 


S           {—Q.IP)PX'-P     C" 
A '. I     ces'/'  a  sm'"-'  a  d  y. 
I.2...2/>    J3 
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ou  bierij 

r.  =  A  /     sin'"- 

\                     1.2                        1.2. 0.4 

Mais  l'expression  entre  parenthèses  égale  cos  {hx  sji  cosa)  : 
on  a  donc  enfin 


J>  = 


=  A  I      cos  (/jjc  Y2  cosa)  sin'"~"'ar/a. 


La  seconde  série  se  déduit  de  la  première  en  changeant 
m  en  Q.  —  m-^  donc 


/»7r  _ 

y^  ==:  A'  x^-"^  I     cos  ( /i.T  y  2  cos  a  )  sin  ''' 
Jo 


■.d'x 


620.  La  valeur  de  j^i  devient  illusoire  quand  oa  a  w  =  o 
ou  m  <^  o.  En  effet,  si  m  =z  o,  l'intégrale 


£ 


cos  {/ij:  sji  cos  a)  sin"'~'ad'a 
est  plus  grande  que 

Jo       ^ 

h  désignant  une   quantité  moindre   que   la  plus  petite 

valeur  de  cos  [hx  y/s  cos  a)  quand  a  varie  de  o  à  tt.  Or, 

^  dot. 
—  :r^  00  .  Donc  la  première  intégrale  est  infinie  quand 

0        '^ 

m  ==:  o,  et  à  plus  forte  raison  quand  on  a  m  <^  o. 

De  même  la  seconde  intégrale  n'aura  une  valeur  finie  ■ 
que  si  2  —  m  est  positif. 

Donc  j'i  -i-y<i.  ne  représentera  l'intégrale  générale  que 
si  m  est  compris  entre  o  et  2.  En  dehors  de  ces  deux 
limites,  l'une  des  deux  formules  tombera  en  défaut,  mais 
l'autre  subsistera  et  servira  à  trouver  l'intégrale  générale 
par  le  procédé  du  n°  608. 


{ 
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C21 .  Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers. 
1°  m==  o.  L'équation  se  réduit  à 

Pour  déduire  son  intégrale  des  formules  précédentes,  ob- 
servons que  la  valeur  def^,  qui  est  encore  admissible,  se 
réduit  à 

^2=A'x    1     cos  (/f.r  y/2  cosa)  sinaaa 

:=:———  I      COS  (/i.r  y  2  cosa)  <:/(/2^  V2  cosa) 

z=z  Csin(/ij:  V^). 

Au  moyen  de  cette  première  intégrale  on  trouvera 

y  =:  csin  {^hx  y'a)  +  c'  cos  \hx  \i). 

1^  m  =  2.  La  valeur  de  j  2  est  illusoire,  mais  celle  de 
Yi  subsiste  et  donne  Qs\n[hx  sj^)  pour  intégrale  parti- 
culière. On  en  déduit  l'intégrale  générale 

r  sin  (  hx  \Jq.  )  -i-  c'  cos  (  hx  \l  j.  ) 

X 

3^  m=zi.  Le  rapport  àe  j^  ^  J-i  ^st  constant,  et  ces 
deux  intégrales  ne  sont  plus  distinctes.  Dans  ce  cas,  on 
posera  m  =  1  -|-  A,  et  l'on  appliquera  le  procédé  de  d'A- 
lembert  (585). 

EXERCICES. 


Solution  : 


_       r  ,r'  .r"  .r^  1 


ialSgrale  particulière. 
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72  /  " -^   T" 

cry      I  dy  dx 


Solution  : 


.    /  X^         _3à_ X^  \ 

^\       2^  ■^2^4^        2^4^(^'  V 

intégrale  particulière. 


QUATIAIVTE  NEUVIÈME    LEÇON.  l^J 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULTANÉES. 

Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  différentielles.  —  Sys- 
tèmes d'équations  du  premier  ordre  équivalents  à  une  ou  plusieurs 
équations  d'un  ordre  quelconque.  —  Théorèmes  sur  les  intégrales  des 
équations  simultanées  du  premier  ordre.  —  Intégration  des  équations 
simultanées  du  premier  ordre. 


ÉLIMINATION    D  UNE    VARIABLE   ENTRE    DEUX    ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 

622.  Soient 

„/  df  d"'f         dz  dPz\ 

dr  d"y  dz  d1z\ 

deux  équations  qui  renferment  deux  fonctionsj)^  et  z  d'une 
variable  indépendante  x,  et  leurs  dérivées  de  divers 
ordres.  En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
une  équation  diiTérentielle  à  une  seule  fonction  z,  et  dont 
Fintégralion  fera  connaître  z. 

Pour  opérer  cette  élimination,  on  difierentiera  /z  fois 
la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde;  on  aura  ainsi 
m-4-  n  -{-2  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 
d'éliminer,  par  les  moyens  ordinaires  de  l'algèbre,  les 

dr    d^r  d"'-^"}"     T  î' 

rn-{-n-i-i  inconnues  j,  — ,  ^-^, . . . ,  -^-^.  L  équation 

finale  sera,  en  général,  d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des 
deux  nombres  7i-{-p,  m -{- q  \  toutefois  cet  ordre  peut 
cire  moindre,  si  l'élimination  a  pu  s'effectuer  sans  em- 
ployer les  m  -\-  n  -\-  1  équations. 

623.  Plus  généralement,  si  l'on  avait  /'  équations  dif- 
férentielles contenant  une  variable  indépendante  x  et 
/'  fonctions j)'^,  z^  w, .  .  .  de  cette  variable,  on  éliminerait 
y  entre  ces  r  équations,  ce  qui  donnerait  r —  i  équations 
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entrer,  r/, On  éliminerait  ensuite  z  entre  ces  /' — x 

équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  différentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seulf 
des  fonctions  inconnues. 

SYSTÈMES   d'ÉQL'ATIONS    DU    PREMIER    ORDRE    ÉQUIVALENTS   4 
UNE  ou  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

624.  On  peut  remplacer  une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  à  deux  variables  par  un  système 
d'équations  simultanées  du  premier  ordre,  en  représen- 
tant par  une  lettre  chacune  des  dérivées,  excepté  celle  qui 
est  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Ainsi  l'équation 

est  évidemment  équivalente  aux  équations  suivantes  : 


dy ,        df 

dx 


dx  ^       dx        '     ' 


^■'•^■'^  '1/7'=°- 


dy  d"' y         dz  dPz\ 

î  •  •   •  5    — — .77'   ^1 


625.  De  même  les  équations 

(3)      \ 

'       l  dy  d'-y  dz  diz 

dans  lesquelles  nous  supposerons  m^  n^  q^  p,  peuvent 
être  remplacées  par  le  système  des  équations  du  premier 
ordre 


(4) 


d'^  r        dz'  „  dz^l-^) 

dx  dx  dx 

[  dr('^'-'^  \ 
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En  général,  étant  donné  un  nombre  quelconque  d'é- 
qiialions  différentielles  renfermant  une  variable  indépen- 
dante et  plusieurs  fonctions  de  cette  variable,  si  l'on  re- 
présente les  dérivées,  h  l'exception  de  celles  dont  Tordre 
est  le  plus  élevé,  par  des  lettres,  on  aura  un  système  d'é- 
quations simultanées  du  premier  ordre  qui  sera  équiva- 
lent aux  équations  proposées. 

TIIÉORilMES    SUR   LES    INTÉGRALES    DES    ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES    DU    PREMIER    ORDRE. 

626.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait  trois 

équations  différentielles   simultanées   du  premier  ordre 

entre  une  variable  indépendante  x  et  trois  fonctions  y, 

z,  u  de  cette  variable.  On  pourra,  en  général,  résoudre 

1 ,  .     ,       dy    dz     du.        -, 
ces  équations  par  rapport  aux  dérivées  —  ?  — ,  —  et  les 
'  ^  ^^  dx    dx    dx 

remplacer  par  des  équations  de  la  forme 

V 

P' 
ou 

(0 

p,  Q,  R,  V  étant  des  fonctions  déterminées.  Le  problème 
proposé  revient  donc  à  établir  entre  les  variables  ^,  j^, 
^5  II  des  relations  telles,  que  les  différeniielles  de  ces 
variables  soient  proportionnelles  aux  fonctions   P,    Q, 

Je  dis  maintenant  que  les  relations  chercliées  doivent 
contenir  trois  constantes  arbitraires.  En  effet,  les  équa- 
tions (1)  déterminent  seulement  les  accroissements  infi- 
niment petits  des  variables  j^,  z,  :^  pour  un  accroissement 
*Tifiniment  petit  de  x.  On  peut  donc  prendre  à  volonté 
les  valeurs  de  y,  z,  et  u  pour  x=a.  En  raisonnant 
comme  on  l'a  fait  dans  le  cas  d'une  seule  équation  diffé- 
rentielle (54-9),  on  voit  que j)^,  z  et  u  sont  des  fonctions 


dz         R         du 

dx"  1^^      dx~ 

dx 

dj        dz         du 

Y~ 

q"~  R  ~  Y' 
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déterminées  de  x,  dépendant  nécessairement  de  leurs 
valeurs  initiales,  qui  sont  tout  à  fait  arbitraires.  Les 
équations  intégrales  doivent  donc  contenir  trois  constantes 
arbitraires.  Ces  constantes  peuvent  d'ailleurs  èive  rem- 
placées par  d'autres  ayant  avec  elles  des  relations  arbi- 
traires, pourvu  qu'on  puisse  déterminer  les  nouvelles 
constantes  de  manière  que  j^,  z  et  u  aient  des  valeurs 
données  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  x. 

627.   On  arrive  à  la  même  conclusion  par  la  série  de 

les  valeurs  de  jy  et  de  ses  dérivées  pour  x  =  a,  on  aura 

/<^r\  .  ,      ( d^y\  ('^  —  nY 


dx  j  a  \  dx^  j  a        1.2 

Ensuite,  des  équations 

^  _  Q        ^  _  5^       du  _y 
dx~v''     ^~P'     Zr~F' 

on  peut  déduire  -7-^  en  fonction  de  x,y,  z,  w,  par  consé- 

quent  (  -— ^  j   dépendra  des  valeurs  arbitraires  attribuées 

à  j^,  z,  u  pour  X  =:  a.  Donc  le  développement  de  / 
contiendra  trois  constantes  arbitraires.  Les  valeurs  de  z 
et  de  u  dépendront  aussi  des  mômes  constantes. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  évidem- 
ment à  un  nombre  quelconque  d'équations.  Par  con- 
séquent m  équations  du  premier  ordre  entre  m  -\- 1 
"Variables y  et  qui  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (i), 
admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes 
arbitraires.  Qes  cowsiSLWies  ào\\enl  être  telles,  que  l'on 
puisse  donner  à  m  des  variables  des  valeurs  arbitraires 
pour  une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  (/w4-i)'^'"^ 
variable. 

028.  On  a  supposé  que  les  équations  proposées  pou- 
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^  ,     ,  ,     ,       dy      dz     du 

valent  être  résolues  par  rapport  aux  dérivées  —-?  -— ^  -—• 
^  ^  ^  dx     dx    dx 

Dans  certains  cas  particuliers  cette  résolution  est  impos- 
sible. Par  exemple,  si  Ton  avait 

I  dr       dz 
dr  dz 

■  -, \~  ^  -, hr  —  X^  zzzO, 

dx  dx 

en  cherchant  à  éliminer  Tune  des  dérivées,  on  trouverait 
l'équation 

(2)  jr—  2.X'=0. 

Cette  équation  peut  remplacer  l'une  des  deux  proposées. 
En  portant  la  valeur  de  y  qu'elle  fournil  dans  la  pre- 
mière des  équations  (i),  on  aura 


d'où  Ton  déduit 


dz 

—  -t-0.rz=o, 

dx 


5x' 
•1 


Ainsi,  quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  pro- 
posé par  rapport  à  toutes  les  dérivées,  le  problème  se 
simplifie,  parce  c[u'il  existe  alors  entre  les  variables  un 
certain  nombre  de  relations  algébriques,  au  moyen  des- 
quelles on  peut  faire  disparaître  les  dérivées  dont  le  sys- 
tème n'a  pu  fournir  les  valeurs.  Mais,  dans  ce  cas,  le 
nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre  des 
fonctions. 

INTÉGRATION      DES     ÉQUATIONS     SIMULTANÉES     DU      PREMIER 

ORDRE. 

629.  Soit 

.   .  dx  dr  dz  du 

^*^  T  ~"q  ~  R  ~  v" 

un  système  d'équations  simultanées.  Nous  avons  vu  qu'il 

SiLtiM.—  An.^  il.  I  j 
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existe  trois  équations  intégrales, 

j  F,  [x,  y,  Z,  M,  c,  c\  c")  r-  o, 
(2}  <   F,  (x,  jr,  z,  u,  c,  c',  c")  =  o, 

{    Fa  (■:*•,  J,  Z,  u,  c,   c',   c'')=0, 

c,  c',  c''  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations, 
résolues  par  rapport  aux  constantes,  peuvent  être  rem- 
placées par  le  système 

(3)  az=C,       g:^r',       y=r.c''; 

a,  S,  y  désignant  trois  fonctions  de  x,  y,  z  et  m,  sans 
constantes  arbitraires.  On  peut  donc  trouver  trois  fonc- 
tions de  x^j^  z^  Il  qui  conservent  des  valeurs  constantes 
quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes  les  va- 
riables. ^ 

Remarquons  d'abord  que  les  fonctions  P,  Q,  R,  V  ne 
peuvent  pas  être,  à  la  fois,  identiquement  nulles,  car  les 
équations  (1)  n'offriraient  alors  aucun  sens. 

Admettons  que  P  ne  soit  pas  identiquement  nul,  et 
prenons  x  pour  variable  indépendante.  Je  dis  que  P  ne 
pourra  pas  même  s'annuler  constamment  en  vertu  des 
équations  (3).  En  effet,  l'équation  P  =:=  o  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  pas  se  donner 
à  volonté  des  valeurs  de  j)^,  ^,  u  pour  une  valeur  quel- 
conque de  X. 

Supposons  donc  P  différent  de  o.  En  différentianl 
l'équation  a  ==:  c,  on  a 

doL    ,  du.    ,  de/.     ,  du. 

{k\  —  dx  -! dy  -1 —  «  z  H -~  du  =z  o . 

^^''  dx  dy    -^  dz  du 

Mais  a  ;=  c  étant  une  intégrale  des  équations  (i),  k\^ 
différentielles  dx^  dj  ,  dz,  du  doivent  être  proportion- 
nelles à  P,  Q,  Pt,  V  ;  on  aura  donc 

_  da.  drjL  da.        ,^  dot. 

(5)  P  4.Q_  -HR  _-4-V— r=o. 

^    '  dx  dy  az  du 
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Cette  équation  doit  être  identique  -,  autrement  elle  éta- 
blirait une  relation  entre  les  variables  x,y,  z  et  w,  et  Ton 
ne  pourrait  pas  donner  des  valeurs  arbitraires  à  y,  z,  u 
pour  une  valeur  particulière  de  x. 

On  aura  donc  les  trois  équations  identiques 

^  dot.         ^  dx         ^  fl'X        ,^  rlcc 
,        d^         ^d?.         ^  d^  d^ 

6  ^^  P  —  -h  Q  —  +  R  --  -+-  V  —  ==  o, 

^  ^        da:  df  dz  du 


dy         ^  dy         ^   dy         ^^  dy 
\        dx  df  dz  du 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  0 
des  variables  x,/,  s»  //,  sans  constante  arbitraire,  telle, 
nue  Von  ait  identiquement 


i)  P  —  -f-  Q  —  -h  R  --  -f-  V  —  :=  o, 

'  dx  df  dz  du 


dO  dO        „   d()  dfi 

P 

Véquation 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 
dr         df         dz  du 

(^'  "p'^'q'^'r  ~  Y* 

En  effet,  on  a 

__        fflO    ^    dO  df    ^    dOdz     ^    dO  du 

\dx    '     df  dx         dz  dx        du  dx  j  ' 

doncj^,  z  et  zf  étant  des  fonctions  àex  telles,  que  l'on  ait 

dy  _  Q         dz  _  R         du        V 

on  aura 


dx        P  '      dx  "^  P  '      dx        P  ' 


dxid^        ^dO  dQ  dO 

P   \     dx  df  dz  du 

mais  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est   nulle 
par  hypothèse,  donc 

d0=:O,       ou       0:=C, 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  trouve  trois  fonctions  a,  o,  yqui 

1 1 . 
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substituées  à  0  satisfassent  identiquement  à  l'équation  (i), 

les  équations 

(3)  a=:c,     6  =  c',     y  =  c" 
seront  les  intégrales  des  équations  (2). 

631 .  Des  intégrales  (3)  peuvent  se  déduire  une  infinité 
d'autres  intégrales,  car  x^y,  Zy  w  variant  de  manière  que 
les  fonctions  a,  ê,  y  conservent  une  valeur  constante, 
toute  fonction  de  la  forme  cp  (a,  ê,  y)  conservera  aussi 
une  valeur  constante. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  que  l'équation 

(4)  (p(a,  6,  7):=c 

est  une  intégrale  des  équations  (2).  En  effet,  on  a 


(5) 


d  (u 
dl~ 

'  da.  dx         d^  dx         dy  dx 

d  fa 

d<i^  dx  _  r/cp  <-/§  <:/cp  dy 
dot.  dj         drj  dj         dy  dy 

d(^ 
di~ 

<5?(p  drx  d's  r/S  d's  dy 
dx  dz         r/S  dz         dy  dz 

d(^ 
Tu~ 

ddf  dx  do  dt>  d(f  dy 
dx  du         dQ  du         dy  du 

Si  Ton  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
P,  Q,  R,  V,  et  qu'on  les  ajoute,  le  second  membre  sera 
nul  en  vertu  des  équations  (6)  du  n°  629.  On  aura  donc 

_  <-/©         _  d(D        ^  d'D        ^^  d'ù 
Py--f-Q-/+R;r^+V-/  =  o, 
dx  dj  dz  du 

c'est-à-dire  que  cp  mis  à  lu  place  de  ô  satisfait  à  l'équa- 
tion (i).  Donc  cp  =  c  est  bien  une  intégrale  des  équations 
proposées. 

632.  On  peut  même  démontrer  que  toute  fonction  6 
de  x,y^  z,   u  qui  satisfait  à  r  équation 

^dB       ^dQ       ^d9       ,.  ^9 
l)  p         +Q         -i-R_4-V  — =0 

^  '  dx  df  dz  du 
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doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a:,  ê,  y.  En  effet,  soit 

(2)  B  =  zn{x,y,z,  u); 
posons 

(3)  a=r/,  (x,j,  3,  m),     G=:/2(x,jr,  z,w),     7  z^/,  (x,  J,  Z,  Zi)  ; 

on  peut  tirer  delà  les  valeurs  àe  y^  2,  u  en  fonction  de  a, 
ê,  y  et  x^  en  les  substituant  dans  la  valeur  de  9,  on  aura 

(4)  9=7r(a,  s,  7,x). 

Or,  je  dis  que  x  ne  doit  pas  entrer  explicitement  dans 
cette  équation.  En  effet,  en  mettant  cette  valeur  de  Q  dans 
l'équation  (i),  on  aura 

_   [  dn  dx         dv:  d'o         dv:  d'y         drcX 
p 1 i L-j .) 

\dv.  dx         do  dx         d-f  r.'.r         dx  j 
di:  doL         dv:  d'o         dr:  «^y 

(5) 


\dx  dy    '    r/S  r/j    '    dy  dy 
f  d'il  dot.         dt:  d  o         d-K  dy  \ 
\do(.  dz  c/§  dz         d'i  dz  j 


,^   I  dv:  dy.         dix  do         d-n:  dy\ 

hV \ 1 -]  =0. 

\  \do(.  du         d^  du         dy  du  J 

Mais  les  fonctions  a,  ^,  y  satisfaisant  à  l'équation  (1), 
l'équation  (5)  se  réduit  à 

d'où 

'Li  — 

dx 

puisque  P  ne  peut  être  nul  que  pour  des  valeurs  parti- 
culières des  variables.  Ainsi,  la  fonction  tt  ne  contiei.t 
pas  X  explicitement,  et  se  réduit  à  une  fonction  de  c^,, 
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CINQUANTIEME  LEÇON. 

SUITE  DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES. 

Equations  linéaires  :  cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'Alomhert;  — 
cas  de  trois  équations.  —  Piéduction  du  cas  général  au  cas  où  les  équa- 
tions sont  privées  de  second  membre.  —  Méthode  de  Cauchy.  —  Re- 
marque sur  les  équations  linéaires. 


CAS  DE  DEUX  ÉQUATIONS,  MÉTHODE  DE  D  ALEMLERT. 

633.  Si  Fou  a  deux  équations  linéaires  du  premier 
ordre  entre  une  variable  indépendante  x  et  deux  fonc- 
tions y  et  z  de  cette  variable,  en  éliminant,  tour  à  tour, 

—  et  -r-î  on  obtiendra  deux  équations  de  la  forme  sui- 
djc       dx  ^ 

vante  : 

P,  Q,  V,  P',  Q',  V,  désignant  des  fonctions  de  x. 

On  pourrait  appliquer  à  ces  équations  le  procédé  d'éli- 
mination exposé  plus  baut  (622),  et  Ton  parviendrait  n 
une  équation  linéaire  du  second  ordrene  contenant  qu'une 
seule  fonction  inconnue*,  mais  il  est  plus  avantageux 
d'employer  la  métbode  suivante,  qui  a  été  imaginée  par 
d'Alembert,  et  perfectionnée  par  Ampère. 

Ajoutons  les  équations  (i)  après  avoir  multiplié  la 
seconde  par  une  indéterminée  B  :  nous  aurons 

(2)  ^  -^ô—  +(PH-P'ô)j-l-fQ-VQ'0)3==V-HV'0, 
dx  dx 

dy  dz  .,,,.,, 

Si  B  était  une  constante,  ~ — \-  Q  -z-  serait  la  donvec  oe 
d.r  dx 

y  -\~Bz'^  posons  donc 

(3)  t  =  j-^^z. 
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il  en  résulte  j'-  =::^  f  —  Oz  et 

dy        Bflz         (It  d9 

dx         dx         dx  dx 

L'équation  (2)  devient  alors 

(4)    ^_2l?-f-(P^-P'0)(^-O^)-l-(Q-^Q'O)s  =  V-f-V'Ô. 
dx.  dx 

Comme  z  n'entre  ici  qu'à  la  première  puissance,  on 
éliminera  cette  fonction  en  égalant  son  coefficient  à  zéro, 
et  l'on  aura  les  deux  équations 

'^^  ^■^^^"^^'^'®~  Q-Q'ô=-o, 

(  6  )  ^  -4-  (  i>  _i-  p  '  0  )  r  -  V  -  V^  0  ==  o . 

dx 

L'équation  (5)  ne  contient  que  0  et  0:5  elle  détermine 
donc  0.  Mais,  quoique  du  premier  ordre,  elle  n'est  pas 
linéaire,  et  l'on  ne  sait  pas,  en  général,  l'intégrer.  Cc?pen- 
dant,  si  Ton  en  connaît  seulement  deux  intégrales  parti- 
culières 01  et  02  •>  la  question  proposée  pourra  être  résolue. 

En  effet,  ces  intégrales  particulières  étant  mises  à  la 
place  de  0  dans  l'équation  (6)  qui  est  linéaire,  on  obtien- 
dra deux  valeurs  correspondantes  de  f,  t^  et  t^^  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  j'^  et  z 
au  moyen  des  deux  équations 

Les  valeurs  de  y  et  de  z  ainsi  obtenues  contiendront 
deux  constantes  arbitraires,  puisque  t^  et  t^  en  contien- 
nent chacun  une. 

634.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont 
constants,  on  peut  supposer  0  constant  dans  l'équation  (5), 
qui  se  réduit  alors  à 

(7)  (P-f  P'0)0  —  Q  —  Q'0=:o. 

Cette  équation  est  du  second  degré  et  donne  deux  racines 
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constantes  que  l'on  peut  prendre  pour  Qi  et  02?  si  ces  ra- 
cines sont  inégales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (7)  étaient  égales,  on  n'au- 
rait qu'une  valeur  de  9.  Mais,  dans  ce  cas,  l'équation  (5), 
en  supposant  9  variable,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


OU 

dO 


-hV'dx=r.O, 


(&  —  a)- 
équation  dont  l'intégrale  générale  est 


P'x  -f-  c 


Comme  on  n'a  besoin  que  de  deux  valeurs  particulières 
de  9,  on  les  choisira  de  la  manière  la  plus  simple  en  fai- 
sant successivement  c  =  o,  c  =^  00  ,  d'où 

0,  =  a  H-  — — ,       Ô2:r^a. 
P  X 

Les  équations  (i)  peuvent  donc  toujours  être  intégrées 
quand  les  coefficients  P,  Q,  P',  Q'  sont  constants. 

IKTÉGRATION    DE    TROIS    ÉQUATIONS    LUSÉAIRFS. 

635.  La  métbode  précédente  s'applique  avec  quelques 
modifications  à  l'intégration  de  trois  équations  linéaires 
simultanées  à  quatre  variables  x^y,  z,  u.  Ces  équations 
peuvent  d'abord  être  mises  sous  la  forme 

^  +  Pj  -h  Q2+R«  ^  V, 

(IX 

(I)  (  ^  H-  P' j  ~hq'z-i-  R' n  -^ y, 

^  H-  P"7  -f-  Q:'z  -+-  R'^^  =  \\ 
\  dx  -^        ^ 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la 
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seconde  par  0  et  la  troisième  par  X.  On  a  ainsi 

(!^  +  6^  +  ?.;^  +  (P  +  P'0H-Pn)r 

1   clx  d.r.  dx 

(1)  ' 

(       —  V-f-V'Q-l-V"X. 
Posons 

(2)  7  +  Qs  -f-  Xm  =  /, 

d'où 

^  dz  du         dt  dQ  d\ 

dx  dx  dx        dx  dx  dx 

L'équation  (1)  devient 

f^  _  ^^  _  ^,^  _4    /p  _!_  F9 -I- pn)  (f- 6^->«' 
dx  dx  dx         ^ 

^^    '  -|-{Q  +  Q'Ô-+-Q").)2  +  (R -i-R'Ô-f-R''À)« 

=  V-j-V'9H-Va. 

Cette  équation  ne  renferme  z  q\u  qu'au  premier  degré. 
En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  variables,  on  ré- 
duira l'équation  (3)  aux  suivantes  : 

d^ 


(4) 

--  +  (P  +  P'9  +  P">)9  — Q  —  Q'e  — Q").  —  0, 

(5) 

^  +  (P  +  P'0-f-P"l))i  — R— R'9  — R")i=ro, 

(6) 

^  +  (P  4-  P'9  H-  P"X)  f  —  V  —  V'9  —  V").  =:  0. 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  que  Beili 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  linéaires.  On  ne 
sait  donc  pas  les  intégrer  en  général.  Néanmoins,  si  l'on 
connaît  trois  intégrales  particulières  9,,  02,  O3  et  trois  va- 
leurs correspondantes  ?>i,  ).2,  ^3,  on  pourra  déterminer  les 
intégrales  cherchées.  En  effet,  pour  un  système  de  valeurs 
simultanées  B^  et  ^1,  l'équation  (6)  qui  est  linéaire  et  du 
premier  ordre  donnera  une  intégrale  correspondante  t^ , 
contenant  une  constante  arbitraire.  On  aura  de  même 
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deux  autres  valeurs  t^  et  ^3  correspondant  aux  deux  autres 
systèmes  6^  et  X^,  9^  et  Ag.  Les  trois  intégrales  seront  donc 

j-  ~h  Qi  z  -+-  >,  a  z=  fiy 

y  H-  G3  z  -f-  >.3  II  =:  fg. 

Les  A'aleurs  dej^,  z^  u  qu'on  en  déduira  contiendront 
chacune  trois  constantes  arbitraires. 

636.  Dans  les  cas  où  les  coefficients  P,  Q,  R,  P', .  •  • 
sont  constants,  les  équations  (4)  et  (5)  sont  satisfaites 
par  les  valeurs  constantes  de  0  et  de  X  que  déterminent 
les  équations 

(8)  (P  +  P'G  -f-  P'O.)  ô  —  Q  —  Q'ô  —  q"l  =  0, 

(9)  (P  -i-  P'ô  +  V"\)\  —  R  —  R'G  —  K"\  r=  0. 

En  portant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  X 
tirée  de  la  première,  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  en  B,  qui  fournira,  en  général,  trois  valeurs  dis- 
tinctes de  celte  variable,  Gj ,  Q^^  Ô3.  L'équation  (8),  étant 
du  premier  degré  en  À,  fournira  trois  valeurs  correspon- 
dantes, A,,  Xg,  }>3. 

L'élimination  peut  se  faire  de  la  manière  suivante.  En 
posant 

(10)  P  +  P'0-+-P'O.r=:p, 

on  aura  les  trois  équations 

j  P  — p  -4-P'0H-P'O.  =  0, 
(ri)  /  0-^(Q'— p)Ô-+  Q'^),  =  0, 

(  R-i-R'ÔH-  {Jk"—p)\=zo. 

L'élimination  de  0  et  de  X  entre  ces  trois  équations 
donne  l'équation  finale 

(p  -  P)  (p  -  Q')  (p  -  K")  -  R'Q'^>  -  P) 

—  RP'^fp  —  Q')  —  QP'(p  —  R")  —  QR'P'^—  RP'Q''=  o. 

Soient  1^1,  p2  7  /J3  les  trois  racines  de  cette  équation. 
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LV'qnalion  (6)  prenant  la  forme 
dt 


^      .    ptz=zY-\-V'0  +\''\ 
d.r        ' 


on  aura  (oll 


On  déduit  de  là,  en  remplaçant  successivement  p  par  p^, 
pi^  ps,  trois  valeurs  de  t,  désignées  par  /i,  /g,  ^g,  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire.  Le  système  propose 
aura  donc  pour  intégrales  les  trois  équations 

AUTRE    MÉTHODE. 

G37.  On  peut  suivre  dans  l'intégration  des  équations 
linéaires  simultanées  la  même  marche  que  dans  les  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  c'est-à-dire  ramener  le 
cas  général  à  celui  des  équations  privées  de  second 
membre.  INous  allons  effectuer  celle  réduction  dans  le 
cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  sont  con- 
stants. 

Remarquons  d'aljord  que  si  l'on  connaissait  trois  sjs 
lèmcs  de  fonctions  (^'-j,  2,,  Wj),  (ja,  ^25  "2)5  (/s?  -^35  ï's) 
satisfaisant  aux  équations 

/  dr 

(  ^  +  Pj  +Qz  H-R"  =0, 

(I)  '-^-l-P'j-rQ'z-f  R'«  =  o, 
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OQ  y  satisferait  encore  en  posant 

y  =  c,x,  4-C2J2-4-C3J3, 

Z  =  C^  Zi   -h  C2  Z2  -\-  C3  Z3  , 

Il  =  r,  li^  +  ^2  «2  4-  C3  W3 , 

comme  on  s'en  assure  par  la  substitution  ,  et  l'on  aurait 
les  intégrales  générales,  puisque  ces  formules  contiennent 
trois  constantes  arbitraires  Cj,  r^,  r^. 

Cherclions  maintenant  à  résoudre  les  équations  (î)  par 
des  valeurs  de  la  forme 

(i)  r=e-p^,      z  =  y,e-P'',      u=:ve-P'', 

p,  UL^  V  désignant  des  constantes  inconnues.  La  substitu- 
tion de  ces  valeurs  donnera  les  équations 

(  P  — p4-Qpi  +  Rvz=o, 

(2)  -  P'-4-(Q'-p)^  +  R'v  =  o, 

(  P'^  +  QV4-(R''_p)v  =  o. 

L'élimination  de //et  de  v  entre  ces  équations  conduit  aune 
équation  du  troisième  degré  en  p^  la  même  que  l'on  a  dé- 
duite (636),  par  l'élimination  de  B  et  de  X,  des  équalions 

l    P  —  p-4-  P'ô-+  P'a=i:0, 

(3)  QH_(Q'_p)ô_|_Q").:=:0, 

(  RH-R'9  +  (P/'-p)>.  =  0, 

car  on  arriverait  à  ce  dernier  système  en  ajoutant  les  équa- 
tions (2)  respectivement  multipliées  par  i,  0  et  X,  et  en 
déterminante  et  X  de  manière  c^ue  les  termes  qui  contien- 
nent p.  et  V  disparaissent  d'eux-mêmes. 

Les  trois  valeurs  de  p  étant  désignées  pcr  pi,  p^^  C3,  et 
les  valeurs  correspondantes  de  a  et  de  v  par  p-i,  //g,  //g, 
^lî  ^2î  ^3î  on  aura  trois  solutions  particulières  d'où  l'on 
déduira  la  solution  générale 

(4)  {   z  =  c,ii,c-P^''-^  c,ii,c-p^''-h  C.ti.e-P^'', 
Il  =  c,  V,  c-P^''-^c^  V2  c~P^''-{-  c,v,  e-p^"". 
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638.    Prenons  mainlciiant  trois  équations  avec  second 
membre 


dx 


\  -^  -1-  P'y  +  Q"2;  +  B."«  =  V". 

Cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations 
parles  formules  (4),  mais  en  y  regardantCi,  Cg,  C3 comme 
(les  fonctions  convenables  de  x.  On  aura 

dy 

-y  =  —  p.c.  e-P^""  —  p.c.e-P^''  —  p.Cse-P^'' 

_^e-  Pi^  — L  .j^c~P^^  —^  ~he~P^''  — ^• 
<:/.r  dx  dx 

On  aurait  de  même  -r-  et  -7-*  En  substituant  ces  valeurs 
dx        dx 

dans  les  équations  (II),  les  termes  qui  renferment  Cj,  Ca,  C3 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (2),  et  il  reste 

(       e-P^^'-^-i-e-P^''^-]--c-P^-p=y, 
i  dx  dx  dx 

(5)     \  y-ie-P^''-j--^ii.c-P^''-^-'r  U^^e-P'--""  -^=:Y', 
^     '      I  df  dx         '  dx 

\  dx  dx  dx 

De  ces  équations  on  tirera  les  valeurs 

,^  dc\  de  2  de, 

V^l  -r^y^''       -T~~y^->       7~"=^X3, 

dx  d.r,  dx 

Xm/(2'  '/j>  ^tant  des  fonctions  de  x  :  d'où  Ton  conclura 

(7  )  i  ^'  ~  /  '^^'  ''"^"  "^  ^" 

^r  H-  Cj. 


-/'■■ 
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Ces  valeurs,  subslitnées  dans  les  foniiules  (4),  donneront 

les  intégrales  du  système  (II). 

MÉTHODE    DE    CAUCHY. 

639.  Soit  proposé  d'intégrer  le  système 
'  ^  +  Pj  -+-  Qz   +  R«  =  F( j:), 

'4-  +  P' J  +  Q'  z  -f  •  R'  «  =  F,  ix), 
dx  ^ 

Cherchons  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui,  substituées  à  la 
place  de  j',  ^,  w,  vérifient  les  équations 

1  -7^  +P7  +Qz  -hR«  =o, 
1  dx 

2)  I   ^-f-P'j  +  Q'3-|-R'«r=:0, 

^  - 1-  P'^r  -\-^'z-\-  Wii  =.  o,. 

i  dx 
et  telles,  que  pour  x  :=  a  on  ait 

Y=F(a),      Zr=:F,(a),      U=:F,(a). 

Pour  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  U  qui  remplissent  ces 
conditions,  il  suffira  de  déterminer  les  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales  générales  du  système  (2), 

(3)  ^  z  =  ^^,(jr,  c.,  c^Ts), 
(    «  =  ^i[^i  Cii  ^2,  C3), 

de  manière  que  l'on  ait 

/  F  (a)  =©  (a,  r,,C2,  C3), 

(4)  j  ï^'l^^)  =?i(^J  ^i»'^^)  ^3), 
(  F,(a)  =  <ï)2(a,  c,,  r^,  Cg). 

On  aura  les  fonctions  cherchées  en  portant  dans  les  équa- 
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lions    (3)  les  valeurs   de  Cj,  c^,   C3   déduites   des   équa- 
tions (4). 

640.   Maintenant  je  dis  que    les  équations  (1)   seront 
satisfaites  en  posant 

o  J  0  *J  o 

En  effet,  d'après  l'iiypolbèse,  on  aura 

et,  en  substituant  dans  la  première  des  équations  (i), 

F  {x)  -.  -—  Ja  -f  P   /       Y  d<y.  -f-  Q  |       Z  Ja 

*/  o  »/  o  «/  o 


—  R  f    U 

Jo 


o 

r/a-f-F(x). 


Cette  équation  est  identique,  car  elle  revient  à 


X 


/  ^/Y 
^Za  (  — -  -f-  PY  -f-  QZ  -f-  RU  )  =  o, 


et  la  quantité  renfermée  entre  parenthèses  est  nulle  par 
hypolhèse.  On  vérifiera  de  la  môme  manière  que  les  deux 
autres  équations  du  système  sont  satisfaites. 

On  a  donc  une  solution  particulière  du  système  (1)  : 
désignons-la  par  (/i,^i,  z/,).  Mais  si  dans  les  équations  (i) 
on  remplace  j-,  z,  u  par  j  -h  /i,  2  -}-  z,,  a  -{-  Mj,  on 
obtiendra  le  système  (2).  Donc,  en  ajoutant  aux  valeurs  (5) 
les  intégrales  générales  (/,  Zy  u)  des  équations  privées  de 
second  membre,  on  aura  intégré  complètement  le  sys- 
tème (i). 

REMARQUE    SUR   LES    ÉQUATIONS    SIMULTAP^ÉES. 

G41.  Soient 

,.  .    f('^,J,/,z,2'}  =  o, 
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deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  les- 
quelles y'  et  z'  désisfnent  —  et  —  •  Soient 
^  '^  ^  dx       dx 

I    z=-^[x.  Cl,  b), 

les  intégrales  complètes  du  système  (i),  a  et  6  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  équations  (i)  doivent  devenir 
identiques  quand  on  y  remplace  j  et  z  parles  valeurs  (2). 
Donc,  si  Ton  pose 

(3) 
d\iù 


u  — 

da                da 

du 

d^Y              df 

The'' 

da  dx         da 

dv 

d'z           dz' 

di" 

da  dx        da 

on  aura,  en  différentiant  par  rapport  à  a  les  équations  (i 

dî  dï  du       dï         dî  dv 

dr  dy   dx        dz  dz   dx 

(4) 

'  ^  dF  dFdu       dF         dF  dv  _ 

dy  dj'  dx        dz  dz'  dx 

On  arriverait  encore  aux  équations  (4)  en  posant 


{^) 


dr  _  dz 

~db'      ""'Tb 


et  en  différentiant  les  équations  (i)  par  rapport  à  b.  II 
suit  de  là  que,  si  l'on  considère  u  et  P"  comme  des  fonctions 
inconnues,  le  système  (4)  admettra  les  solutions  particu- 
lières (3)  et  (5).  Donc  ses  intégrales  générales  seront  (637) 

(6)  ' 


_      dz  dz 

da  db 


A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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EXERCICES. 


i  .  Intégrer  les  deux  équations 


„  dy  dz 


Solution  : 


c 


iq  56       20    ^      c      „ 

3975  5 


bOLUTION  : 


_  +  4.H_3^^ 

^ 

dy 

:e\ 

,     5  ^       I  .  ,   . 

Stcum.  —  Ail.,  II.  12 
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CINQUANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. 

Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  différentielles  ordinaires.  — 
Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  Équations  linéaires  du  pre- 
mier ordre  à  deux  variables  indépendantes.  —  Cas  de  trois  variables 
indépendantes. 


équatiotvs   qli    se    ramèkekt    Aux    équations 
différentielles  ordinaires. 

642.  Le  problème  qui  fait  l'objet  du  calcul  inverse  des 
différences,  ou  des  différentielles  partielles,  consiste  à 
chercher  une  fonction  connaissant  une  relation  entre  cette 
fonction,  les  variables  dont  elle  dépend  et  une  ou  plu- 
sieurs dérivées  partielles  de  cette  fonction,  prises  par 
rapport  à  ces  variables. 

643,  Nous  commencerons  par  ïe  cas  particulier  très- 
simple  où  les  dérivées  partielles  renfermées  dans  l'équa- 
tion ne  sont  relatives  qu'à  une  seule  variable.  Il  faut  alors 
opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différentielle 
ordinaire,  mais  après  l'intégration  on  remplacera  les 
constantes  arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des 
autres  variables  indépendantes.  Soit,  par  exemple, 

dx 
en  regardant j^  comme  une  constante,  on  a, 

n  =  x^y  -h  C, 

et  en  remplaçant  la  constante  G  par  une  fonction  arbi- 
traire de  j-, 
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On  trouvera  de  môme  que  l'intégrale  de  Féquation 


du 
est 


X r  - — \-  au 
dj 


Cj)(x)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x. 

644.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équa- 
tions où  entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux 
variables.  Soit,  par  exemple, 

,  .  d"^  u.  du 

fi)  \- a — zz^xr, 

^  '  dxdj  ^      dx  ^ 

—,  du 

Jdu  posant  —  =:/;,  on  a 

dp 

équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  donne 

(2)  p  =z  e-^y     (p(.2:)  -h  X  \ye''y  dy    9 

d'après  la  dernière  formule  du  n^  511,  où  la  constante 
arbitraire  C  est  remplacée  par  la  fonction  arbitraire  cp  (x). 
Si  maintenant  on  intègre  l'équation  (2)  par  rapport 
à  X,  on  aura 

u  =  <?-"/  I  (^  {x)  dx -^  -  X-  e-^y  jft''ydf  -f-  ^  (j), 

'Mjk)  désignant  une  fonction  arbitraire  dej". 
Comme  d'ailleurs 


/ 


e"y 
je^rdf  =  —  (^j  —  I  ), 


et  que  f(^(x)dx  peut  être  remplacé  par  une  fonction 
arbitraire  x(^)^  ^^^  aura  déQnitivement 

12. 
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ÉLIMINATION    DES    FONCTIONS    ARBITRAIRES. 

645.   Si  entre  l'équation 

(i)  F(;^,  r,  c) —  o, 

et  sa  différentielle 

-^.r+-.Zj^o, 

on  élimine  la  constante  arbitraire  c,  l'équation  résultante 

exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les  équations 
que  l'on  obtient  en  donnant  à  c  différentes  valeurs,  et, 
par  suite,  une  propriété  relative  à  la  tangente  de  loutes 
les  courbes  représentées  par  l'équation  (i). 

Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  les  équations  où 
entre  une  fonction  arbitraire  de  deux  fonctions  des 
mêmes  variables.  Soient,  en  effet, 

deux  fonctions  déîerminées  des  variables  X.y,  z\  éta- 
blissons entre  a  et  ê  une  relation  arbitraire 

(3)  ê=:Q(a). 

Posons 

dz  dz 

et  différentions,  tour  à  tour,  l'équation  (3)  par  rapport  à  x, 
et  par  rapport  à  j^^  nous  aurons 


[  d^         d^  ,,    ^  Idx         de,     \ 

(4) 

j  <r/6         d^  (  da.         da.     \ 

en  éliminant  la  fonction  ^' [ol)  entre  ces  deux  équations, 
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nous  obtiendrons  une  équation  de  la  forme 

P,  Q,  V  étant  des  fonctions  de  x,  j'-,  z. 

Cette    équation  exprime    une   propriété    commune   à 
toutes  les  équations  de  la  forme 

et,  par  conséquent,  une  propriété  commune  aux  plans 
tangents  de  toutes  les  surfaces  que  ces  équations  repré- 
sentent. 

646.   On  arriverait  encore  à  l'équation 

P/^  +  Qr/mzV, 

si  les  fonctions  a  et  ê  étaient  liées  entre  elles  par  une 
équation  de  la  forme 

(l)  ^(a,  S)  =  o. 

En  effet,  on  aurait,  en  différentiant  l'équation  (i)  par 
rapport  à  a:  et  à  j^ 

'  d's^  fdx         r/a    \         do  [d^         d^ 


(2)  \ 

j  J(p  fdy.         do!.    \         Jcp   I  d^         d^    \  

(  ^  V7r  "^  ^^J~^  dï  \d}  '^Th'^J  ~^* 

Ces  deux  équations  ne  renferment  que  le  rapport  des 

deux  dérivées  partielles  --•>  -t|'  En  éliminant  ce  rap- 
^  dx     do 

port,  on  retombera  évidemment  sur  une  équation  de  la 

forme  .  ' 

Vp-hqq  =  y. 

647.  On  ramène  à  Tun  des  cas  précédents  l'équation 

(i)  F  [^,7,2,  r^{cc)]  =  Oy 

F  étant  une  fonction  déterminée,  cp(c«)  une  fonction 
arbitraire,  et  a  une  fonction  déterminée  yi(.r,j^,  z). 
En  effet,  si  l'on  pose 

(2)  ç(a)=:g, 
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Oïl  aura 

F(^,J,  2,  6)=:0, 

d'où  résulte 

(3)  6  :=./,(..-,  J,^). 

Ainsi,  Féqualion  (a)  établit  une  relation  arbitraire  entre 
deux  fonctions  déterminées  des  variables  oc^j  et  z, 

648.    Soient  maintenant   trois  fonctions  déterminées 
'  de  quatre  variables,  x,  j,  z  et  u^  savoir  : 

(i)      a=/,(^,  j,  2,  «),      ^=zf.,{x,y,z,u),      7^/3(^,7,  z,  m), 

et  cf  une  fonction  arbitraire  5  supposons  que  l'on  ait  l'é- 
quation 

(2)  y(a,g,7)  =  o. 

Posons,  pour  abréger, 

du  du  du  

'dx""-^'      'dj""'^'      d^-''' 

et  différentions  l'équation  (2),  tour  à  tour,  par  rapport 
à  X,  y  et  ^z  5  nous  aurons 

d(s>   Ida.        dix    \        da  /rZS        d^    \        d(f  f  dy        dy 

__:. j p  )  -I L 1 p  J  -{ I    — -  H p 

da  \d.x        du    I        d^   \dx        du    j        dy  \dx        du 
,„,     )  d'S)  f  da.        da.    \        dm   ( d^        d^    \        dta  I  dy        dy 

da.  \dz        du     I        d^   \dz        du    j        dy   \dz         du 


L'élimination   des   rapports  -—  '  1^^    "~7^  •  "T"  entre    ces 
^^  da.     dy       d&      d' 


d(^     d'4)       d&  ^  d's^ 

7 

trois   équations   conduira   évidemment   à   une    équation 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

(4)  P/?^- Qy +  R7'==V. 

649.  Plus  généralement,  toute  équation 

(l)  ^(a,  S,.  .  .,  X,  P-)  =:::0, 

OÙ  ©  désigne  une  fonction  arbitraire,  et  a,  6.. .-,  A,  \x^  des 
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fonctions  déterminées  de  m  -\-  i  variables,  conduira,  par 
le  même  procédé,  à  une  équation  linéaire  aux  différen- 
tielles partielles  à  laquelle  devront  satisfaire  les  fonctions 
a,  ê, .  .  . ,  /;.,  quelle  que  soit  la  fonction  ^. 

6o0.  Exemples  : 

En  différenliant,  tour  à  tour,  par  rapport  à  x  et  à  j^, 
on  aura 

d'où  l'on  conclut 

/î  —  «7  4-  I  =:o. 


=.»,g) 


On  aura  par  la  différentiation 


p  =z  mx'"-  '  <p  (  -  )  —  y.T^-'-  r^'  '  - 


q  —  af'-^  <j>' 


y\  „.  ,j  y 


En  éliminant  ^  (  -  )  et  -^M  -  J  entre  les  trois  équations 

précédentes,  il  viendra 

px  -{-  qy  =  mz  ^ 
ou 

dz  dz 

dx  df 

On  retrouve  ainsi  une  propriété  connue  dcs^fonctions 
homogènes  (I,  178). 

ÉQUATIONS    LINÉAIRES    DU    PREMIER    ORDRE    A    DEUX 
VARIABLES    INDÉPENDANTES. 

651.  Soit 
(i)  Py,  +  Q7=R 

une  équation  dans  laquelle   P,  Q  et  R  désignent  des 
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fonctions  données  de  x,  y  ei  Z]  p  el  g  les  dérivées  par- 

.   ,,       dz      dz     ^      ,  ,  .  , 

lielles  -—5  — -•  Intégrer  celle  ecruation,  c  est  trouver  une 
dx     dy  ^  ^ 

autre  équation 

(2)  F(.r,j,  2}==:0, 

telle,  que  les  valeurs  de  p  et  de  q  qui  s'en  déduisent  ren- 
dent identique  l'équation  (i).  Or,  nous  venons  de  voir 
qu'on  parvient  à  une  équation  telle  que  (i)  lorsque  deux 
fonctions 

(3)  a:.=  /(^,J,z),      ê=/.(a.,j,z), 

élant  liées  par  une  relation  quelconque 

(4)  a  =  <p(ê), 

on  élimine  la  fonction  arbitraire  tp.  Dès  lors  il  est  naturel 
de  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une  équation 
de  la  forme  (4). 

652.  Supposons  donc  que  l'intégrale  de  l'équation 
(i)  Py.-f-Qy  =  R 

soit 

(2)  a  =  T(S)» 

a  et  ê  étant  des  fonctions  inconnues  de  x^j  et  z.  On  tire 
de  l'équation  (2) 

{   da.         doL  ,,^,   /r/§  r/S     \ 

'  \T.-^d^.p-^^'^\dr^T.py 

Il  faut  qu'en  éliminant  p  q\  q  entre  les  équations  (i) 
et  (3)  on  retombe  sur  une  équation  identique,  ou  qui 
devienne  identique  en  ayant  égard  à  l'équation  (2). 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (3)  après  les  avoir  multi- 
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pln'es  respectivement  par  P  et  Q,  on  aura 

_  dy.  d'x         ,  dy. 


'''<^ï-QS-(''/'-Q^)g 


ou  bien,  en  avant  éfrard  à 


d-r  dy  dz  '    '        \     cU  dj  dz 

Or,  on  satisfera  identiquement  à  cette  équation,  quelle 
que  soit  la  fonction  ç,  en  choisissant  les  fonctions  a  et  o 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

_  da.         ^  dy.  da 

(ix  a  y  dz 

(5)  ;  ^ 

dx  dy    '    ^  dz  ' 

et  ces  conditions  seront  remplies  (629)  si  Ton  prend  pour 
a  et  ê  les  fonctions  y(x,j,  z),  J\  (x^j^  z)^  qui,  égalées  à 
des  constantes,  donnent  les  intégrales  des  équations  si- 
multanées 

dx        dy         dz 

D'ailleurs,  toute  intégrale 

(6)  F(^,j,2)  =  o 

de  l'équation  (i)  peut  être  mise  sous  la  forme  (2).  En 
effet,  on  tire  de  l'équation  (6) 

__  _  r/T  ^  ^P  _  __dF     d¥ 

dx   '  dz  dy   *  dz 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (i),  qu'elles 
doivent  rendre  identique,  puisf£ue  F  =  o  est  une  inté- 
grale, on  aura 

^dV       ^dF       „  r/F 
dx  dj  dz 
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d'où  Von  concîul  (632)  que  F  est  une  fonction  de  a  et  de  o. 
Donc  l'équation  (6)  équivaut  à  une  relation,  cx.  =  (^[o)^ 
entre  ces  deux  fonctions. 

De  là  résulte  que  non-seulement  l'équation  (2) 


:«), 


dans  laquelle  a  et  ê  désignent  des  fonctions  qui  rem- 
plissent les  conditions  (5),  et  o  une  fonction  arbitraire, 
satisfait  à  l'équation  (i),  mais  encore  que  c'est  l'équation 
la  plus  générale  qui  résolve  le  problème. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  ; 

Si 

sont  les  intégrales  du  système 

dx        dy        dz 

et  si  Von  pose 

a  =f[x,  J,  z),     ê  =f,{x,  jr,  z) , 
r intégrale  de  V équation 

sera 

a=:cp(6), 

ç  désignant  une  fonction  arbitraire, 

653.   On  satisferait  encore  à  l'équation  (4) 

doL       ^dy.  do,         ,,^^  Id^        ^^^^    ,    T>  '^^ 

dx        ^  dy  dz         ^^    '  \    dx         ^  dj  dz 


0,^(6)  =  0, 


en  posant 

doL          f^^^          jx  ^^^ 

dx             dy             dz 

=  0, 

ou  bien 

d^           d^       ^  f/S 
dx            dy             dz 

=  0, 

=  o 


Mais  ces  nouvelles  solutions,  n'établissant  pas  en  gêné- 


/ 
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rai  de  relation  entre  les  fonctions  a  et  o,  ne  rentrent  pas 
dans  l'intégrale 

et  constituent,  le  plus  souvent,  des  solutions  singulières. 

6o4.  On  doit  remarquer  que  l'intégrale  a  =  (p  (ê)  con- 
viendrait encore  aux  équations 

dy  dy 

dx  dz  ' 

^  d.T        _  de        _ 
Q  —  -+-  R  —  r=.  P, 

dj  dz 

dont  l'intégration  dépend  du  même  système  d'équations 

simultanées 

d.r        dy        dz 

655.  Exemples  : 

I  ^  xp  —  yq  =  o . 

II  faut  cherclier  les  intégrales  des  équations 

d.T dy        dz 

X  y         o    ' 
ces  intégrales  sont 

z=c,  xy  =  c'; 

donc  Téquation  proposée  est  satisfaite  par 

z  =  cf{xy), 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire. 

2°  pj:^  —  qxy=z  —  y\ 

Il  faut  intégrer  les  deux  équations 

dx  dy        d.r  dz 

x^  xy         x'^  y^ 

La  première  revient  à 

=:  —   — ■•)        d  ou       6  r=r  xy. 

X  y 
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La  seconde  revient  à 


dx  x"^  dz 


On  en  conclut 
d'où 


r  .r    "  -h-  a 


Donc  l'inu'grale  cherchée  est 

(p  désignant  une  fonction  arbitraire. 
3°  y?  —  7  —  o. 

Solution  :  z  zrrz  a^^x  -^  y). 

4**  /?/  —  7'^  ~  C)' 

Solution  :  s  :=r  cp  (  u;^  -h  j  ^  ^' . 

ÉQUAÏIOIMS   QUI   REJN'FERMEKT   LES  DÉRIVÉES  d'uNE  FOÎfCTIOrJ 
DE    TROIS    VARIABLES    IWDEPE]NDAWTES. 

656.  La  méthode  suivie  dans  le  cas  de  deux  variabl(>s 
indépendantes  peut  être  facilement  généralisée.  Nous 
examinerons  seulement  le  cas  d'une  équation  du  premier 
ordre  renfermant  les  dérivées  d'une  fonction  de  trois  va- 
riables indépendantes. 

657.  Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

(i)  Py? -f-Q7 -f-Rr=  V, 

dans  laquelle  P,  Q.  R,  V  sont  des  fonctions  de  quatre 
variables  x^j,  z,  u,  et  /?,  g,  r  désignent  les  dérivées  par- 
tielles de  u,  considérée  comme  fonction  de  x,y,  z^  savoir: 

du  du  du 

dx  dj  dz 
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Posons 

(2)  j  ê=/,(.r,j,  s,  «), 

/?  /lî/a  étant  des  fonctions  inconnues  de  t,  /,  ^,  u. 
Soit 

l'intégrale  de  l'équation  (i). 
On  tire  de  récjuation  (3) 
/  dot.         dcc  do   (do         d^     \         d'o   /r/y         «r/y 


de    '    du  '^        <r/o   \//^^    '     du     j         d^j   \dx         du 
.,   ]  doi        da  d(ù   I  d^         do     \         d^   UUi         d-/      . 


f/a         u'a  c?9   /c/S         <-/§     A         ^/^  f  d^ 


%') 


\    dz         du  d^   \dz         du     j         <:/'/   \flz 

Ajoutons  ces  trois  dernières  équations,  après  les  avoir 
respectivement  multipliées  par  P,  Q,  Pi.  Il  en  résultera, 
en  ayant  égard  à  Péquation  (i), 

_  dx         ^  dx  dot.  ^  dot. 

dx  dy  dz  du 

(5)      {     _-.§!(p^  +  q'-;!  +  r:^  +  v' 

^  dz  \     d.v  <{y  dz 


(d^l  dy  dy  dy  \ 

dx  dy  dz  du] 


Or,  cette  équation  sera  satisfaite,  quels  que  soient  —  et 

-j-^  et,  par  conséquent,  quelle  que' soit  la  fonction  cp,  si 

l'on  prend  les  fonctions  inconnues  a,  ê,  y,  de  telle  sorte 
que 

^6)  a=r:c,        6z:=c',       y  =z  c" 

soient  les  intégrales  du  système 

d.T        dy        dz         du 

(7)  T^iy^ir^v' 
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puisque  les  trois  fonctions  (6)  rendent  identique  l'équa- 
tion 

Donc,  a,  S,  y  étant  ainsi  déterminées  et  9  désignant 
une  fonction  arbitraire,  l'équation  (3)  sera  l'intégrale 
de  l'équation  proposée  (i). 

On  prouvera,  d'ailleurs,  qu'on  a  la  solution  la  plus 
générale  du  problème  proposé  en  faisant  voir,  comme  au 
n^  6o2,  que  toute  intégrale  de  l'équation  (i)  équivaut  à 
une  relation  entre  les  fonctions  a,  ê,  y. 

658.  On  remarquera,  comme  dans  le  cas  de  trois  va- 
riables (634),  que  la  résolution  du  système  (6)  fournira 
l'intégrale  de  chacune  des  équations  suivantes  : 

dx 

df 

dx 

_  dx 

659.  Exemple  : 

,   .  du  dit  du 

l)  j;-- H-j— -H  z— -=w«. 

dx  df  dz 

Il  faut  d'abord  intégrer  le  système 

dx dy         dz         du 

X  y  z  mu'' 


^dz             dz 

=  fl, 

dz             du 

=  Q, 

dz     '        du 

=  p. 

on  en  déduit 


et,  par  suite, 


X  "*  X  ^         X'" 


X      X 


c'est-à-dire  que  u  est  une  fonction  homogène  du  degré  m 
des  variables  x^y,  z.  L'équation  (i)  exprime,  en  effet, 
une  propriété  connue  des  fonctions  homogènes  (I,  178). 
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EXERCICES. 


1 .  Intégrer  V équation  à  différentielles  partielles 

^  dz        ,  .  dz 


Solution 


^-f-^=K'^)' 


2,  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par 
un  point  quelconque  ]\I  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en 
un  poiîit  qui  soit  également  distant  du  point  M  de  la  surface  et  d'un 
point  fixe  pris  sur  la  droite  donnée. 

Solution  :  Prenant  le  point  fixe  pour  origine  et  la  droite  donnée 
pour  axe  des  z,  l'équation  de  la  surface  est 

<ï>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

3.  Déterminer  une  surface  telle,  que  le  plan  tangent  mené  par  urt 
pomt  quelconque  M  rencontre  une  droite  donnée  de  position  en  un 
point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  soit  égale 
à  la  distance  de  ce  point  fixe  au  point  M  de  la  surface. 


Solution  :  Mêmes  axes 


v/x^  +  j^+z^=  0,(^^1 


IÙ2 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX 
DIFFÉRENTIELLES  PARTIELLES. 


Surfaces  cylindriques,  —  coniques, 
lion.  —  Lignes  de  niveau, 


conoïdes.  —  Surfaces  de  révolu- 
■  de  plus  grande  pente. 


SLRFACES    CYLIIVDRIQUES. 

660.  On  appelle  surface  cylindrique  toute  surface 
engendrée  par  une  droite  indéfinie  MN  qui  se  meut  pa- 
rallèlement à  une  droite  donnée  OD,  en  s'appuyant  con- 
stamment sur  une  courbe  donnée  AB,  nommée  directrice. 

Soient 

les  équations  de  la  génératrice  MN  :  a  exb  sont  des  coeffi- 
cients constants  qui  expriment  que  MN  est  toujours  paral- 
lèle à  OD;  a  et  ê  désignent  des 
paramètres  variables  avec  la  po- 
sition de  la  génératiice.  Soient 

F  (-^j  Jj  z)  =o, 
F,  (a;,  j,  2)  =  o , 

les  équations  de  la  directrice  AB. 

On  exprimera  que  cette  courbe 
et  la  génératrice  se  rencontrent,  en  éliminant  x,  jx"  et  z 
entre  les  équations  (i)  et  (2).  Si 

(3)  t(^>S)=-û 

est  le  résultat  de  cette  élimination,  il  faudra,  pour  avoir 
Téquation  de  la  surface  cylindrique,  éliminer  a  et  o  entre 
les  équations  (i)  et  (3),  ce  qui  donne 


(=») 
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eu 

(4)  jr  —  bz  =  ^  [x -~az)j 

<P  désignant  une  fonction  quelconque.  C'est  l'équalion 
la  plus  générale,  en  quantités  finies ,  des  surfaces  cylin- 
driques. 

661.  Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a 
la  forme  (4)  est  cylindrique,  car  cette  surface  contient  les 
droites  parallèles  qui  ont  pour  équations 

X  —  rtZ  =:  a , 
j~bz  =  ^, 

es  constantes  a  et  ê  satisfaisant  à  l'équation  ê  =  <^i^  (a). 

662.  Pour  avoir  l'équation  aux  différentielles  partielles 
des  surfaces  cylindriques,  on  diiférentiera  l'équation  (4), 
tour  à  tour,  par  rapport  à  x  et  à  j^  :  en  posant 

dz  dz 

on  a 

—  bp  ■s=i:<^'  (x  —  az)  (i  —  «/?), 

I  —  bq  :=z  —  <i)' [x  —  az)  y<,  aq, 
d'où  résulte,  en  éliminant  ^' [x  —  az) , 

(5)  ap  -^  bq=zi^ 

équation  générale,  aux  dilférentielles  partielles,  des  sur- 
faces cylindriques. 

663.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  langent  à  la 
suiface  est  toujours  parallèle  aux  génératrices. 

En  elfet,  le  plan  tangent  mené  par  un  point  quel- 
conque (a:,  y^  z)  àe  la  surface  a  pour  équation 

et  la  condition  pour  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  droite 

X=«Z,      Y=.bZ, 
est,  comme  l'on  sait, 

ap  -\-  bq  z^l, 
Sturm.  —  An.,  II.  l3 
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664.   Pour  intégrer  l'équation,  aux  différentielles  par- 
tielles, des  surfaces  cylindriques, 

ap  -\-  bq  =11^ 
il  faut  d'abord  (652)  intégrer  le  système 


d.T 

a 

dy 
b  "~ 

dz, 

ce 

qui  donne 

3n 

—  az  z= Cj 

y  - 

-bz  = 

c'\ 

par  conséquent,  1 

'équation 

^[x 

—  az^ 

y- 

j-  —  bz  - 

=  0(.r 

—  az) 

> 

Z>^)  =r  o,  ou 


est  l'intégrale  cherchée. 

665.  La  fonction  arbitraire  4>,  qui  entre  dans  l'inté- 
grale générale,  peut  être  déterminée  par  diverses  condi- 
tions. 

Si,  par  exemple,  on  veut  que  la  surface  cylindrique 
passe  par  une  courbe  donnée 

(i)  F(x, /,  z)i=o,      F,(^,  j,  z)=o, 

on  posera 

(2)  X  —  azz=La.^      y  —  bz  =  Q. 

Les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  les 
mêmes  valeurs  de  x,y,  z,  pour  que  tous  les  points  de  la 
courbe  soient  sur  la  surface.  En  éliminant  x,  j.  z  entre 
ces  quatre  équations,  on  trouvera  une  relation  telle  que 
^  (a,  S)  =  o,  d'où  ê  =  ^  («)  -,  on  aura  donc  par  ce  calcul 
la  forme  particulière  de  la  fonction  ^. 

666.  Si  la  surface  cylindrique  doit  être  circonscrite  à 
une  surface  donnée 

(l)  F(jr,  J,  z)=0, 

on  commencera  par  déterminer  la  courbe  de  contact,  ce 
qui  ramènera  le  nouveau  problème  au  précédent.  Or, 
l'équation  (i)  est  déjà  une  des  équations  de  celte  courbe. 
On  obtiendra  une  seconde  équation  en  exprimant  que  la 
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surface  donnée  et  le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en 
chaque  point  de  cette  courbe. 

Le  plan  langent  à  la  surface  (i)  a  pour  équation 

L'équation  du  plan  tangent  au  cylindre  est 
on  aura  donc 


dY 

dx 


dF 


dz  dz 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 
ap  -\-  bq  =  1^ 

dV 


on  aura 


^d¥  dY_ 

dx  dj 


dz 


=  o. 


Les  équations   (i)   et  (2)  déterminent  complètement  la 
courbe  de  contact. 


\0 


Fig.   118. 


SURFACES    CONIQUES. 

667.  On  appelle  surface  conique  une  surface  engen- 
drée par  une  droite  indéfinie  KN  qui  passe  par  un  point 

fixe  K,  et  rencontre  constam- 
p       ment  une  courbe  donnée  ANB, 
y^      nommée  directrice. 

Soient  rt,  h^  c  les  coordon- 
nées du  point  K.    La   généra- 
ï  triée  KN  sera  représentée,  dan^- 

une   de   ses   positions ,   par   le» 
équations 


X  —  az=z  o!.[z  —  c), 


\'i 
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a  el  ê  étant  deux  paramètres  qui  varient  avec  la  position 
de  la  génératrice.  Pour  exprimer  que  cette  droite  ren- 
contre la  courbe  AB,  on  éliminera  x,  y  el  z  entre  les 
équations  (i)  Gt  les  équations 

(2)  F{.v,  y,  z)  =  o,      F,{.T,j,  z)  =  o, 

qui  représentent  la  directrice  ANB.  On  obtiendra  ainsi 
une  relation 

(3)  9(a,6)i=o; 

en  éliminant  ensuite  a  et  ê  entre  les  équations  (i)  et  (3), 

f  ,x  —  a     y  —  /;  \ 
on  aura  op  ! 1  ' =  0,  ou 

\   z  —  C       Z      '  ^  ) 

y  ~-  b  I X  —  a\ 

équation  générale,  en  quantités  finies^  des  surfaces  co- 
niques. 

668.   L'équation  (4),  diiTérentiée  successivement  par 
rapport  à  :r  et  à  y,  donne 

—  [y — ^^  p       ,  f  ^  —  ^\r^  —  ^  —  N"^  —  ^^P~\ 

~~{^-^Y     -  *  \z-c)  l        W-cy^       J  ' 

[z-cy  \^-c)l    [z-cy    X 

En  éliminant  ^'  f )  entre  ces  équations,  on  aura 


{y  —  ^)P  _z  —  c  —  {.x  —  a)p^ 

z  —  c  —  (x—b)q~~  [x  —  a)q  ' 

d'où 

(5)  z—c=:{x  —  a)p-\-{jr—b)q, 

équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  co- 
niques. 

669.  Pour  intégrer  l'équation   (5)  ,   on    résoudra  le 


système 
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dx  dy  dz 


19: 


X  —  a        j  —  b         z  —  c 
qui  a  pour  intégrales 


y  —  b  !  X  —  a 


ce  qui  donne 


c'est-à-dire  l'équation  (4).  La  fonction  arbitraire  4>  sera 
déterminée  par  la  condition  que  la  surface  conique  passe 
par  une  courbe  donnée,  ou  soit  tangente  à  une  surface 
donnée.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  problèmes 
est  indiquée  aux  n"^  665  et  666. 


Fig.  119. 


SURFACES    COIVOIDES. 

670  On  appelle  surface  coîioïde  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite  parallèle  à 
un  plan  donné,  nommé  plan 
directeur  y  et  qui  est  assujellie 
à  rencontrer  une  droite  et  une 
courbe  données. 

Prenons  pour  plan  dos  xy  un 
plan  parallèle  au  plan  directeur, 
et  pour  axe  des  z  la  directrice 


rccti  ligne. 


Soient 


(0 


F,  (x,  j,  z) 


les  équations  de  la  directrice  curviligne  AB. 
Les  équations  de  la  génératrice  MN  seront 

(2)  zr=a,       x  =  ^x, 

et  si  l'on  élimine  j:,j^,  z  entre  les  quatre  équations  (i 
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et  (2),  on  aura  une  certaine  équation 

(3)  ,p(a,6)  =  o 

.exprimant  que  la  génératrice  MN  rencontre  la  directrice 
AB.  Si  donc  on  élimine  a  et  ê  entre  les  équations  (2) 

et  (3),  on  aura  (p  (  z,  -  j  =  o,  eu 

(4)  -  =  *(-^ 

î'esl,  en  quantités  finies ,  l'équation  des  surfaces  co~ 
loïdes, 

671.  En  difTérentiant  l'équation  (4),  on  aura 
d'où  l'on  conclut 

(5)  px-\-qf  —  0, 

équation  aux  différentiel/es  parlielles  des  surfaces  co- 
noïdes. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  M,  contient  la  génératrice  correspondante. 
En  effet,  si  dans  Féquation  du  plan  tangent 

on  fait  X  =  o,  Y  =r  o,  il  en  résultera 

Z  —  zz=z  —  px  —  qyz=o,       d'où      Z  =  z. 

Le  plan  tangent  rencontre  donc  l'axe  des  z  au  même  point 
que  la  génératrice  KM,  et,  par  suite,  il  contient  cette 
droite  avec  laquelle  il  a  déjà  le  point  M  commun. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 

672.  Les  surfaces  de  résolution  sont  celles  que  l'on 
obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  fixe,  nommée  axe  de  révolution. 
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Pour  plus  de  simplicilé  prenons  l'origine  sur  Taxe  OD. 

Soit  AMB  la  courbe  génératrice.  Dans  le  mouvement  de 

cette  ligne  chacun  de  ses 
points  décrit  une  circonfé- 
rence, et  l'on  peut  considé- 
rer la  surface  de  révolution 
comme  le  lieu  des  circon- 
férences de  cercle  qui  ont 
leurs  centres  sur  l'axe,  leurs 
plans  perpendiculaires  à  cet 

axe,  et  qui  rencontrent  la  courbe  AB, 
Soient 

ah 

(,)  cc  =  -z,      y  =  -z 

les  équations  de  la  droite  OD,  et 

(  a;2  -4-  j2   -f-  z2  —  a, 
(2)  ] 

(  ax  -^  by  -\-  cz  :=  ^ 

les  équations  du  cercle  mobile,  considéré  comme  l'inler- 
section  d'une  sphère,  ayant  son  centre  au  point  O,  et  d'un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  OD. 

Soient 

F  (.r,  j,  z)  =0, 


(3) 

'  F,  (.r,  jr,  z)  —  o 

les  équations  de  la  courbe  AB.  En  exprimant  que  le  cercle 
et  la  courbe  se  rencontrent,  on  parviendra  à  une  certaine 
relation 

(4)  <p(a,6)===o, 

et  si  l'on  élimine  ensuite  a  et  ê  entre  les  équations  (2) 
et  (4),  on  aura 

(})  ( jc^  -^  y^  -\--  z^ ,  ax  -{-  by  -\-  cz)  ■=^  o 
OU 

(5)  ax  -f-  ^j  -I-  cz  r=  4i  (  X-  -I- J^  +  z^), 

équation  générale,  en  quantités  finies,  des  surfaces  de 
révolution. 
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673.  Pour  obtenir  l'équaiion  aux  difTéreiUielles  par- 
tielles, on  difïérentiera  Téquation  (5),  ce  qui  donnera 

b+cq  =  2cî.'(jc2  -f  j2  4_  ^2)  (j  _^  zq)y 

d'où,  en  éliminant  la  fonction  ^', 

a  -\-  cp       X  -\-  zp 
b  -^  cq        j  -\-  zq 

et,  par  suite, 

(6)  [cy — hz^p-\-[az  —  cx)qz=.hx  —  «j, 

équation  aux  différentielles   partielles  des  surfaces  de 
révolution. 

674.  Celte  équation  exprime  que  tou4es  les  normales 
d'une  surface  de  révolution  rencontrent  l'axe. 

En  effet,  si  l'on   élimine  X,  Y,  Z  entre  les  équations 
de  la  normale 

(  ^  —  x-hp{Z-z)  =  o, 
^^^  j  Y-j  +  ^(Z-3)=.o, 

et  les  équations  de  l'axe 

(8)  X=^Z,      Y=-Z, 

on  retrouve  précisément  l'équation  (6). 

675.  Pour  intégrer  l'équation 

(i)  [cj  —  bz) p  ^-  [az  —  ex)  q  =1  bx  ■ —  ay, 

il  faut  commencer  par  intégrer  les  équations  simultanées 

dx  dy  dz 

CJ  —  bz        az  —  ex        bx  —  aj 

Or,  si  l'on  représente  par  dt  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,  il  en  résultera 

1dx=i  [ej  —  bz  )  dly 
dfz=i[az  —  cx)dt, 
\  dz  z=:  i^bx  —  aj) dt. 
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En  ajoutant  ces  trois  dernières  équations  multipliées 
respectivement  par  x,  y,  z,  on  trouve 

a:(Ij:  +  fdf  -+-  zdz  =  o,  • 

d'où 

Si  Ton  ajoute  les  mêmes  équations  respectivement  mul- 
tipliées par  «,  h^  c,  on  a 

nd.r  -\-  bdy  -\~  cdz  riz  o, 

d'où 

a.x  -\-  by  -\-  czz=^  C . 

Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 

(3)  ax-\- bf -^  cz=.^(x^ -\- y"^ -^  Z-). 

676.  Les  équations  (i)  et  (3)  prennent  une  forme  plus 
simple  quand  OD  est  l'axe  des  z.  Elles  se  réduisent  à 

py  —  q.r.  r=  O, 

z  =z  <I)(.r'  -\- y"^). 

On  pourrait  les  trouver  directement» 

DES    LIGNES    DE     NIVEAU     ET    DES     LIGNES     DE    PLUS    GRANDE 

PENTE. 

677.  Soit  une  surface 

rapportée  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  et 
supposons  le  plan  des  xy  liorizontal.  On  appelle  lignes 
de  nweaii  les  sections  faites  dans  celte  surface  par  des 
plans  horizontaux.  Une  ligne  de  niveau  aura  donc  pour 
équations 

zr=r//,      f{x,y)  =  h, 

h  désignant  une  constante.  On  tire  de  la  seconde  équation 
dx        Uy  dx 
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OU 


f^r  _  _p 

dx  cj 

et  cette  relation  entre  les  dérivées  partielles  p  et  q  aura 
lieu  quel  que  soit /ï.  Ile  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne 
de  niveau,  en  un  point  M  de  la  surface,  est  parallèle  à  la 
trace  horizontale  du  plan  tangent  mené  à  la  surface  par 
ce  point. 

Si  l'équation  de  la  surface  était  F(x, y,  z)  =  o^  on 
obtiendrait  l'équation  différentielle  des  lignes  de  niveau 
en  éliminant  A  entre  les  équations 

dF       \lY  dr 

^    '^'     I  '        dx         dy   dx 

678.  On  appelle  li^ne  de  plus  grande  pente  d'une 
surface,  une  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour 
tangente  celle  des  tangentes  à  la  surface,  en  ce  même 
point,  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  horizontal. 
Quand  la  surface  est  plane,  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  une  droite  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du 
plan.  Dans  le  cas  général,  la  tangente  à  la  ligne  de  plus 
grande  pente,  en  un  point  M  de  la  surface,  doit  être  per- 
pendiculaire à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  au 
point  M.  Par  conséquent,  la  projection  hoiizontale  de 
cette  tangente  sera  aussi  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan 
langent. 

Or,  le  plan  tangent  au  point  M  {oc^y^  z)  ayant  pour 

équation 

Z-^z=p[^-x)-^q[Y-y), 

les  équations  de  sa  trace  seront 

Zr=0,       -z=p[-yi~x)-\-q{Y-x). 

Le  coefficient  angulaire  de  cette  trace  est •  Celui  de 

la  projection  de  la  tangente  à  la  courbe  de  plus  grande 
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pente  esl~-  On  aura  donc 
^  dx 

dj__q_ 
dx        p 

OU 

pdj  z=:  q  dxj 

équation  différentielle  qui  représente  les  projections,  sur 
le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes  de  plus  grande 
pente. 

679.  La  tangente  à  la  courbe  de  plus  grande  pente  qui 
passe  par  le  point  M,  étant  perpendiculaire  à  la  trace  ho- 
rizontale du  plan  tangent,  est  aussi  perpendiculaire  à  la 
tangente  menée  à  la  courbe  de  niveau  par  le  point  M^  de 
sorte  qu'î/zze  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  lignes  de  niueauj,  et  réciproquement  toute 
courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  est  une  ligne  de  plus 
grande  pente. 

Il  résulte  de  là  que  dans  une  surface  de  révolution  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  des  jr^,  tous  les  méri- 
diens sont  des  lignes  de  plus  grande  pente,  puisqu'ils 
coupent  à  angle  droit  les  parallèles  qui  sont  évidemment 
des  courbes  de  niveau. 

680.  Appliquons  les  théories  précédentes  à  l'ellipsoïde 

ac^        r^         z^ 

Les  lignes  de  niveau  seront  représentées  par  les  équa- 
tions 

x"^         r-  h^ 

elles  ont  donc  pour  projections,  sur  le  plan  des  xj^  des 
ellipses  semblables  à  l'ellipse  principale  qui  est  située 
dans  ce  plan. 

Pour  obtenir  les  lignes  de  plus  grande  pente,  il  faut  in- 
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tégrer  l'équation 

(i)  pdy~qdx. 

Mais  ici  on  a 

c^x  c^  y 

En  substituant  dans  l'équation  (i)  et  simplifiant,  on 
aura 
,    ,  xdy         ydx 

équation  dans  laquelle  les  variables  se  séparent  immédia- 
tement. On  a 

dj             dx 
0^  zzr  «- ) 

,   ,         '  y  X 

d'où 


(3)  /^=:=(v.r)'^\ 

y  est  une  constante  qu'on  détermine  en  exprimant  que 
la  courbe  cherchée  passe  par  un  point  donné.  Par  exem- 
ple, si  l'on  veut  avoir  la  ligne  de  plus  grande  pente  qui 
passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

x=.a^     jmo.      2;=:o, 
on  aura,  en  substituant  dans  l'équation  (3) , 

d'où  y  =  o.  Donc 

est  l'équation  de  la  projection  horizontale  de  la  ligne 
(herchée  :  en  d'autres  termes,  la  ligne  de  plus  grande 
pente  est  l'ellipse  principale  située  dans  le  plan  des  zx. 
il  est  évident,  en  effet,  que  cette  ellipse  coupe  à  angle 
droit  toutes  les  courbes  de  niveau.  Il  en  est  de  même  de 
l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  des  zj. 

681.  Si  l'on  cherchait  la  courbe  de  plus  grande  penîe 
passant  par  un  sommet  situé  sur  l'axe  des  2,  l'équation 

(3)  y^tv^r 
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se  réduirait  pour  ce  point  à 


et  ne  déterminerait  pas  y.  Cela  doit  être,  car  en  ce  point 
le  plan  tangent  à  la  surface  est  horizontal,  et  la  courbe 
de  niveau  se  réduit  à  un  point.  Toute  droite  passant  par 
ce  sommet,  et  située  dans  le  plan  tangent,  peut  donc  élre 
considérée  comme  perpendiculaire  à  la  ligne  de  niveau, 
et,  par  suite,  comme  tangente  à  une  ligne  de  plus  grande 
pente. 
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DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 

682.  On  nomme  surfaces  développables  celles  qui 
étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent  s'appli- 
quer sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature.  Telles 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 

Toute  surface  développable  peut  être  considérée  comme 
étant  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe,  nommée 
arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Il  n'y  a  d'exception 
que  pour  le  cône,  où  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à 
un  point,  et  pour  le  cylindre,  où  cette  courbe  passe  à 
l'infini;  mais  comme  nous  avons  déjà  examiné  ces  cas 
particuliers,  nous  en  ferons  abstraction  dans  ce  qui  suit. 

683.  Soient 

(i)  œ=f{z),      7r=y(2) 

les  équations  de  l'arête  de  rebroussement.  Les  équations 

de  sa  tangente  en  un  point  (a,  6,  y)  seront 

(^^  lr-T(7)  =  9'(7)(--7)- 

En  éliminant  y  entre  ces  équations,  on  aura  l'équation 
de  la  surface  développable.  Mais  au  lieu  d'opérer  cette 
élimination  qui  ne  peut  se  faire  qu'en  particularisant  la 
forme  des  fonctions/et  9,  nous  allons  cbercher  une  équa- 
tion aux  dérivées  parlielles,  indépendante  de  ces  fonctions, 
et  qui  exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  les 
surfaces  développables. 


CINQUANTE-TROISIÈME    LEÇON.  Q.O'J 

68i.   Les  équations  (2)   clé  l  errai  lient  z  et  y  quand  x 
elj  sont  connus.  On  peut  donc  considérer  z  ely  comme 
des  fonctions  de  x  et  de  j.  En  diflérentiant,  tour  à  tour 
ces  équations  par  rapport  h  x  ei  h  y^  on  aura 

.-/'(7)g^/'(v)(.-g)+/"(7)(^-7)Ê 

-/'(v)J=/'(7)(7-J)  +  /"(7)(^-7)g 

-.'(7)g-T'(7)(/-â+A7)(^-7)g 


I    


(3) 


ou  bien,  en  simplifiant, 

,=/,/'(v)-H-/"(7)(.-v)£' 

o  =  7/'(7)+/"(7)(^-7)J' 

o=p<p'{y)  -+-  f'i'v)  (s  —  7)  —, 

,    i=7?'(7)+?'V/)(2-7)^- 
En  éliminant,  entre  ces  quatre  équations  [z  —  y)  — -> 
z  —  y)  ~-  et  y,  il  restera  une  relation  entre  p  et,  «7, 


(4) 


(5)  p=:zs{q), 

équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les  sur- 
faces développables,  mais  dans  laquelle  il  entre  encore 
une  fonction  arbitraire. 

685.  Ce  résultat  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  pour  les  surfaces  cylindriques  dont  l'équation  aux 
différentielles  partielles  est 

ap  -t-  bq  :=!, 
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II  semble  qu'il  y  ait  exception  pour  les  surfaces  co- 
uicjues  dont  l'équation  aux  dilTérentîclles  partielles  est 

[x—  a)p  -}-(r—  i)q=--z  —  c; 

mais  si  l'on  prend  l'équation  en  quantités  finies 


z  —  c  =  cp  (  ■ I  (x  —  a) 


I  » 


on  voit  que  z  —  c  étant  une  fonction  bomogène  du  pre- 
mier degré  de  j^  —  ^  et  de  Jc  —  a^p  ax.  q  seront  des  fonc- 
tions bomogènes,  et  du  degré  o,  des  mêmes  diirérences 
(1,  177)  -,  on  aura  donc 

'^  \.r  —  a  j  \x  —  a } 

et.en  éliminant  ' ^  on  obtiendra  une  relation  entre  p 

'  X  —  a  '^ 

et  a.  Cetle  relation  dépendra  de  la  fonction  c{),  tandis  que, 

dans   Féquation    des    surfaces   cylindriques,    la   rebition 

entre  p  et  q  ne  dépend  que  des  constantes  qui  définissent 

la  direction  des  génératrices. 

686.  L'élimination  indiquée  n°  684  peut  se  faire 
comme  il  suit.  En  ajoutant  la  première  et  la  troisième 
équation  du  système  (4),  respectivement  multipliées  par 

(5)  i{l)  =  pU'{l)^"{l)-^'{l)f"{l)\ 

La  seconde  et  la  quatrième  équation  traitées  de  la 
même  manière  donnent 

(6)        /"(y)  =  1  y-t)f"\-i)  -/'{■/)  A'"/)]- 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  éliminer  y  entre  les  deux 
dernières  étjuations. 

687.  Soit 

(7)  P  —  ^{9) 


ClI\QUA]>,TF:-TnOISlÈME    LEÇOIV.  20() 

l'é([ualion    aux    dérivées   partielles,   du   premier   ordie, 
résultant  de  l'élimination  précédente.  Posons 


dr        dx        d,i  dy 
d(j         d'^z 


En   différeniiant  l'équation   (7),    successivement  par 
rapport  à  x  et  àjf,  nous  aurons 

S—  u   [q]t, 

d'où,  en  éliminant  cy'(^) , 

(8)  .2-//=o, 

équation  qui  ne  renferme  aucune  trace  des  fonctions  par- 
ticulières/et  (p.  C'est  l'équation  aux  dérivées  paitielles. 
du  second  ordre,  des  surfaces  développables. 

INTÉGRATION    DE    l'ÉQUATION    AUX    DIFFÉREJNTIELLES 
PARTIELLES    DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES. 


688.   Puisque 


s—'Ir  —  ^ 

dy        dx 


l'équation 

(l)  ;f"—  /V=r0 

revient  à  la  suivante 

/2)  ^^_^.  ^  — o 

^  df  dx         dx  dj 

De  là  résuite  que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  p 

et  q  sont  proportionnelles.  Donc  [Note  à  la  fin  de  la  leçon) 

Sti;rm.  —  ^«..11.  yA 
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p  est  une  certaine  fonction  de  q.  Soit 

(3)  p  =  Tj{q); 


on  aura 

dp  dq 

Tr^^'^'J^d;/ 
mais 

dq         dp 
dx        dj  ' 
donc 

équation  linéaire  par  rapport  à  p.  Pour  l'intégrer,  il  faut 
résoudre  le  système 

cix  —  —     "^-^    —  ^ 


C7 


(7)  o 


dont  les  intégrales  sont 


XT3'[q)  H-Jr=:g. 

Une  première  intégrale  de  l'équation  (i)  est  donc 

(5)  xr.'{q)-hr  =  '^{p), 

F  désignant  une  fonction  arbitraire,  ou  bien,  à  cause  de 

l'équalion  (4), 

X  dp  4-  y  dq  =  F  ip  )  dq . 

Mais  xdp  -r-j(tq  est  la  diOéreniieile  de  px  -t-  qy —  2, 
donc 

(6)  p.x  -^-qf  —  z=       Y{p)  dq. 

En  éliminant  p  et  ^  entre  les  équations  (3),  (5)  et  (6), 
on  aura  l'équation  ic  la  surface, 

(7)  x{-^,I,^)=o, 

qui  renfermera  deux  fonctions  arbitraires. 

689.   Démontrons  maintenant  que  l'équation 
(i)  s'—ri  =  o 

ne  convient  qu'aux  surfaces  développables. 
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Soient 

(2)  p=^^{q) 

l'équation  du  premier  ordre  qui  résulte  d'une  première 
intégration,  et 

(3)  ;^(.r,J,  2)=rO 

l'équation  obtenue  en  intégrant  une  seconde  fois.  Pour 
démontrer  que  la  surface  que  cette  dernière  représente 
est  développable,  il  faut  faire  voir  qu'on  peut  la  considé- 
rer comme  le  lieu  des  tangentes  à  une  certaine  courbe  : 

(4)  -=/W,    j  =  ?{^). 

Or,  a,  S,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  celte 
courbe,  on  a  vu  (686)  qu'on  obtenait  une  relation  entre 
p  et  q  en  éliminant  y  entre  les  deux  équations 

,,.       ,   I  î"(7)=/'[/'(7)?"(7)-t'(7)/"{v)], 
I/"(7)==7[t'(7)/"v7)-/'{7)î"{7)]- 

Pour  que  la  surface  développable  dont  l'arête  de  re- 
broussementest  la  courbe  (4)  coïncide  avec  la  surface  (3), 
il  faut  que  l'élimination  de  y  conduise  à  l'équaîion  (2); 
par  conséquent,  on  devra  obtenir  une  identité  si  l'on 
porte  dans  l'équation  (2)  les  valeurs  de  p  et  de  q  tirées 
des  équations  (5),  et  l'on  aura  ainsi  une  prenîière  rela- 
tion 

(6)  F[/'(v),/"(7),  ï'{7),  /{7)]  =  o 

entre  les  fonctions/ et  cd.  On  en  obtiendra  une  seconde 

(7)  y.\rhf'\i\  ?(7)]^o 

en  exprimant  que  la  courbe  (4)  est  sur  la  surface  (3). 
Les  équations  (6)  et  (7)  font  connaître  /(y)  et  9(7). 
L'arête  de  rebroussement  est  donc  complètement  déter- 
minée, d'où  résulte  que  l'équation  (3)  représente  bien 
une  surface  développable. 

.4. 
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DES    SURFACES    RÉGLÉES. 

690.   Les  surfaces développables  sont  un  cas  parliculier 
des  surfaces  réglées^  c'esl-à-dire  de  celles  qui   s'engen- 
drent par  le  mouvement  d'une  ligne  droite.  On  nomme 
surface  gauche  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  déve 
loppable. 

Soient 

X  :=.  (IZ  -\r-  a, 


les  équalions  d'une  droite  :  si  a,  h^  a,  o  sont  des  fonc- 
tions d'une  môme  indéterminée  y,  en  faisant  varier  y 
d'une  manière  continue,  la  droite  (i)  se  déplacera  succes- 
sivement dans  l'espace  et  engendrera  une  surface  réglée. 
Ou  aurait  l'équation  de  la  surface  en  éliminant  y  entre 
les  é(juations  (i). 

Les  quatre  paramètres  variables  <?,  ^,  or,  ê  étant  des 
fonctions  d'une  même  indéterminée,  on  peut  considérer 
trois  d'entre  eux  comme  des  fonctions  du  quatrième.  On 
peut  même  considérer  a,  Z>,  a,  G  comme  des  fonctions  de  x 
et  dej^.  Car  si  l'on  élimine  z  entre  les  équations  (i),  on 
aura  une  relation  entre  x^y  et  les  paramètres  «,  Z>,  a,  6; 
(jui  sont  des  fonctions  de  y.  On  peut  donc  dire  que  y,  et, 
par  suite,  a,  Z>,  a,  o  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

691.   Dilïérentions  l'équation 


tour  à  tour,  par  rapport  à  x  et  à  j)^,  en  regardant  <7  et  a 
comme  des  fonctions  de  ces  deux  variables  :  nous  aurons 

,    ^  cl  a         d'x 

^     '  d.r.  d.r 

da  do: 

(3)  o  =  «,+z-  +  -. 
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Ajoutons  CCS  équations  respectivement  multipliées  par  — 

da  , 

et —  :  en  observant  que 

dx  ^ 

dot.  da         doL  da  

dx  df         dy  dx 

puisque  a  et  «sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  comme  étant 
fonctions  du  même  paramètre  y  {voir  la  Noie  à  la  fin  de 
la  leçon),  nous  aurons 

,  , .  da  I     da  da 

En  différentiant  l'équation  y  =  hz  +  ê,  et  remarquant 

dh     dh  •  Il        ^   dn     da  , 

que  -— î  -—  sont  proportionnelles  a  -—5  — ->  on  aura  de 

^        dx    dy  ^      ^  dx     dy 

même 

,  ^ .  da         .   l     da  da  \ 

a-  '  /!•     .         1  da      da  , 

01  maintenant  on  élimine  le  rapport  -—  :  -;-  entre  les 

^  ^         dx      dy 

équations  (4)  et  (5),  mises  sous  la  forme 
da  da 

il  viendra 

(l  —  ap)  (i  —  hq)  —  abpq  =  o, 
OU 

(6)  op  -^  hq  :=l, 

équation  difîérentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seu- 
lementdcuxfonctions,rtet^,  derindéterminéey.  En  ayant 
égard  à  cette  relation,  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent 
s'écrire 


(7) 


,  da            da 
dy            dx 

=  0, 

,  dh            dh 

h  -r  -ha  — 

dy           dx 

=:  0. 
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692.  Cbeichons  maintenant  l'équation  aux  difieren» 
tielles  partielles  du  second  ordre.  En  différentiant,  tour 
à  tour,  l'équation 

par  rapport  à  x  et  j  ,  et  posant 

dp  dq         dp  dq 

~dx~^'      d^'^lfy~^'     <r~'' 

nous  aurons 

da  dh 

ar  -h  os  -\~  p  -—  -{-  q  -—  =  Of 
d.r  dx 

da  dh 

as  -\-  bt  -\-  p  ---  -y  q  -r-  ■=  O. 

dy  clj 

En  ajoutant  ces  équations  multipliées,  la  première  par  «, 

la  seconde  par  Z>,  et  en  ayant  égard   aux  équations  (7), 

nous  aurons 

a'^r  H-  lahs  +  h"-t  =  o, 

a 
ou,  en  posant  -  =  c, 

(8)  c^-r  -^-  les  -^t  z=.o, 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule 
fonction  arbitraire  c. 


693.  Soient 


d^z  _dr  __ 
d.r^         dx 

d^z  dr        ds  

dx'^df        dy        dx 

d^  z  dt         ds 


dxdy^        dx        dy 

d'z  __  dt  _ 
c?j3  ~  dy~~'    ' 


Différenlions  l'équation  (8),  tour  à  tour,  par  rapport  à 
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o:  et  à  j  :  il  viendra 

de  de 

c^  u  -\-  lev  -\-  iv  -\-  Q.er Y-  is  -—  ■=  o, 

dx  dx 

d(  do 

C"^  V  -\~  ICIV  -r-  -0   -\-  1er \~  1S  —r-  Z=.  O. 

dy  dj 

Muitiplianl  la  première  parc  et  ajoutant,  il  en  résulte 

(c))  c^  «  -4-  3  c^i^  H-  3  eiv  -4-  u  =r  o  ; 

car  c  -; — 1 — 7-  est  nul,  en  vertu  de  Tune  des  équations  (7), 
dx       dj  1  \./ 1 

f.         .        j  de         de 

puisque,  c  étant  tonction  de  «,  — -  et  —  sont  proportion- 

„       ,   da        da 
nelles  a  -—  et  --> 
dx        dy 

L'équation  aux  dérivées  partielles,  du  troisième  or- 
dre, résultera  de  Félimination  de  c  entre  les  équa- 
tions (8)  et  (9). 

ÉQUATION    DE    LA    CORDE    VIBRANTE. 

694.  On  démontre  en  Mécanique  que  le  mouvement 
des  différents  points  d'une  corde  vibrante,  fixée  à  ses 
deux  extrémités,  est  représenté  par  Téquation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre 

d'^u  d^u 

MP  =^  u^  AP  =  X  sont  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la  corde, 
l'origine  étant  prise  à  rexlréiniié  A  5  et  j^  désigne  le 
temps. 

Pour  intégrer  l'équation  (i),  prenons  deux  nouvelles 
variables  a  et  ê,  liées  aux  variables  :r  et^  par  les  équa- 
tions 
(  2  )  a.z=zx  -{-  ay,     6  =  .r  —  ny. 

Si  de  ces  équations  on  tirai l  les  valeurs  de  x  et  dej>^  en 
«  et  ê,  et  qu'on  les  portât  dans  la  fonction  clierchée  w, 
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cette  dernière  dcviondrait  une  fonction  expliciîfi  de  «  et 
de  o.  On  peut  donc  considérer  ii  coQime  une  fonction  de 
a  et  de  ê.  On  aura  alors,  à  cause  des  équations  (  2), 

du  du        du 

dx  r/a        r/Ç 

d'^u  d'^u  d-u  d"^  a 

d.x^         dj}  da.do         do- 

On  trouvera  de  même 

d^u  /d^n  d^/f 

—  ^2 


dy         ^    \do^'         ^  da.d^         rfS^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  aurn, 
après  les  réductions, 

Celte  équation  est  facile  à  intégrer.  Elle  peut  s'écrire 
du 


dcA 

ne  dfinpnd  r^as  r 
€/6 


donc  —  ne  dépend  pas  de  a,  et  l'on  a 


du 

t3 

d^ 


u  désignant  une  fonction  arbitraire.  On  en  déduit 
11=:  j  o  (ê)<^/g  4- 9  (a) , 

et,  par  conséquent,  en  représentant  par  ^  (6)  l'intégrale 
/  cj(o)<:/to,  ^  désignant  encore  une  fonction  arbitraire, 
on  aura 

c'est-à-dire 

(4  )  u  =z  <f  {.V  -{-  af)  -{-  -^  {.X  —  aj). 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  j  on  peut 
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d'ailleurs  la  vérifier  par  la  différenliation.  On   trouve 

-—.  ^  r,"  [x -^  aj)  -\- -^    [x  —  aj), 

~  =  «^[/\'.r  H-  ny)  +  f  (^  -  aj)]. 


On  a  donc  bien 


d^u  ^  d'il 


695.  L'intégrale  générale  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires c^  et  ip  qui  se  déterminent  par  deux  conditions 
distinctes.  Ordinairement  on  supposeconnucs  l'ordonnées 

et  sa  dérivée  — -  pour  tous  les  points  de  la  corde,  à  l'ori- 
gine du  temps,  c'est-à-dire  pourj^=:  o.  Alors  l'ordonnée,  h, 
et  la  vitesse  verticale  -—  de  chaque  point  sont  des  fonc- 
tions données  de  x.  Posons 

du 
u—f{x),      —  r=/{.r),  pour  j==o. 

On  aura,  en  faisant  j^^o  dans  l'équation  (4),  et  dans  sa 
dérivée,  par  rapport  àj  , 

De  cette  dernière  on  déduit 

^  (.r)  -^[t.)  =  1    //.  (.r)  ^.r  H-  C  ^  F  (.r)  +  C , 

F  (.r)  étant  une  fonction  connue,  et  C  une  constante  arbi- 
traire. Par  conséqu(*nt  on  a 
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d'où 

La  valeur  de  u  est  complètement  déterminée.  Comme  on 
devait  s'y  attendre,  la  constante  C,  introduite  dans  le 
cours  du  calcul,  a  disparu  d'elle-même. 

Note.  —  Quand  deux  quantités  a  et  a  sont  fonctions 
Tune  de  l'aulre,  leurs  dérivées  partielles  sont  porportion- 
nclles  5  car  de 


a  z=z  (<^[a\ 

on  tire 

da 
de  ■ 

do:        da            ,    .  de/. 

d'où 

da  ^  da         dy.  ^  da 
1r''~d^''^7û-''d^' 

ce  qui  i 

revient  à 

dy.  da         dy.  da 
d^d^~'d^'d^~^' 

comme  on  l'a  écrit  n"  691,  p.  21 3.  x 

Réciproquement,  quand  les  dérivées  partielles  de  deux 
quantités  sont  proportionnelles,  leurs  diiïercnti elles  to- 
tales sont  aussi  proportionnelles.  Donc  ces  quantités  sont, 
en  même  temps,  variables  ou  constantes.  Donc  l'une  d'elles 
est  fonction  de  l'autre. 

EXERCICE. 

\.  Discute?^  la  surface  j'cpréscntéc  par  Inéquation 

[ajx  +  b  {.v'-\-  z')Y  =  b' IV X'  +  b-"  (R^  -  a^)  z\ 

Solution  :  Surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  rencon- 
trer une  droite  donnée  et  deux  circonférences  données. 
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COURBURE  DES  SURFACES. 

Courbure  d'une  lifjne  située  sur  une  surface.  —  Théorème  de  Meunier.  — 
Courbure  d'une  section  normale.  —  Sections  principales.  —  "Variation 
des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites  en  un  même  point 
d'une  surface.  —  Détermination  des  ombilics. 


COURBURE    d'une   LIGNE   SITUÉE   SUR   UNE    SURFACE   DONNÉE. 

696.  Soii 
(i)  /(•^,J,^)  =  o 

l'équation  d'une  surface.  Posons,  pour  abréger, 


~cLv 


d'z 

'dx^' 


=  P: 


dx  dy 


dz 

'dy 


'h 


Considérons  une  certaine  courbe  CL  passant  par  un 

point  M(.r,  j^  z)  de  la 
surface  (i).  Soit  Q  l'angle 
que  le  raj^on  de  courbure 
Pt  de  cette  courbe  au  point 
M,  dirigé  suivant  la  droite 
MN,  fait  avec  la  normale 
MP  à  la  surface,  au  même 
point. 

La  normale  MP  ayant  pour  équations 

fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respec- 
tivement 

—  P  —y  ' 


Vi 


s/l-\-  p^-h  q^  s/'  +  P'  +  y' 
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La  droite  MN  fait  avec  les  axes  des  angles  qui  ont  pour 
cosinus  (I.  292) 

d.r  dy  dz 

^-77'     I^-TT'     R-rr' 

dl  dl  dl 

en  désignant  par  dl  la  différentielle  de  l'arc  de  courbe. 
On  aura  donc 


(2) 

Or, 
d'où 

/             ,lx              dy           dz\ 

dz  =pd.r  -+-  qdf, 
dz              dx              dy              dx         ,    dy 

Mais 

dp  =  rdx  -h  s  df,     dq  =:  s  dx  -\-  tdy  ; 
donc 

dz  dx  dy  dx  dy 


ou 

dz  dx  dy       ' 

^  'di  'dl  ^  ~di  fdxY  dx  dy  / dyY 

-iîr-''-dr~''^â-'=^'[Tt)+^'TiTi+'\-ûi)' 

On  a,  par  conséquent, 

dx  dy  ( ^^y\^ 

'di~di~^^  \dïj 


dl 

cosôr=R 


d'où 


(3j  R:^ v/.+//'  +  ?'cos9 


dx\^  dx  dy 

r  \  —-  \    -h  25 —  -^  t 

dl  /  dl   dl 


m 
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Mais  -"  î  —  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  langenle  a 

la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe  des  x  et  celui  des  y^ 
en  désignant  ces  angles  par  a  et  ê,  on  aura 


(4)  R=:  v/.+/''  +  '/'c0.8 


/•  cos^ y.  ~\-  is cos a  cos §  -f-  /  cos' ? 

formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
quelconque  faite  dans  une  surface,  en  un  point  donné. 

697.  La  valeur  de  R  devant  être  positive,  il  faut  que 
cos 5  soit  de  même  signe  que  le  dénominateur.  Ainsi, 
l'angle  0  doit  être  aigu  ou  obtus  selon  que  ce  dénomina- 
teur est  positif  ou  négatif,  ce  qui  détermine  dans  quel  sens 
le  rayon  de  courbure  doit  être  porté  sur  la  direction  de 
la  normale  principale. 

THÉORÈME    DE    MEUNIER. 

698.  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  suppose 
QOsO  r=  dz  i,  c'est-à-dire  si  le  plan  osculateur  passe  parla 
normale  à  la  surface,  on  aura,  en  désignant  par  ^o  le  rayon 
de  courbure  de  la  section  normale. 


(5)  p=  - — ^ 5 

'  /-cos'a -f-  2A'cosacos6  H- /cos^S 

ei,  par  suite, 

(6)  Rr=pCOSÔ. 

De  là  ce  théorème  dû  à  Meunier  :  Le  rajon  de  courbure 
en  1171  point  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face est  égal  au  produit  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  confient  la  tangente  à  la  courbe, 
mulliplié  par  le  cosinus  de  P angle  que  le  plan  de  la 
section  normale  fait  avec  le  plan  osculateur  delà  courbe, 

699.   Si  l'on  considère  deux  courbes  planes  ayant  la 
même  tangente  au  point  M  et  situées,  l'une  dans  un  plan 
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oblique,  l'autre  dans  un  plan  normal,  on  peut  encore 
énoncer  le  tliéorème  de  Meunier  en  disant  que  le  rayon 
de  courbure  d^une  section  oblique  est  la  projection,  sur 
le  plan  de  celte  courbe,  du  rayon  de  courbure  de  la  sec- 
tion normale. 

Par  conséquent,  si  une  sphère  a  le  même  centre  et  le 
même  rayou  que  le  cercle  de  courbure  de  la  section  nor- 
male, tous  les  pians  menés  par  la  tangente  à  la  section 
normale  couperont  la  sphère  suivant  des  petits  cercles  qui 
seront  les  cercles  osculateurs  des  sections  obliques  faites 
dans  la  surface  par  ces  différents  plans. 


(') 


COURBURES    DES    SECTIONS    NORMALES. 

700.   La  formule  (3)  du  n°  696  peut  s'écrire 

4' 


p^  +  7^  ces  9 


R 


is 


dx 


m 


Prenons  maintenant  le  point  (x,  )'",  z)  pour  origine 
des  coordonnées,  et  pour  plan  des  jrj  le  plan  tangent  k  la 
surface  en  ce  point.  L'axe  des  z  sera  la  normale,  et  l'on 

aura;?  =  o,  q^zo.  En  désignant 
par  çf  l'angle  que  la  tangente  OT 
fait  avec  l'axe  des  .r,  on  a 


dx 
~di 


dl 
dl 


sm(p. 


D'ailleurs,  puisque  le  plan 
osculateur  est  normal,  on  a 
ces 9  =  dt  r,  selon  que  le  rayon  de  courbure  est  dirigé 
dans  le  sens  de  l'axe  des  z  ou  dans  le  sens  opposé.  On 
aura  donc 

__    ±j . 

r  cos^ <»  -h  2  ^  sin  ^  cos  '^  +  /  si n-  ij»  ' 

mais  on  peut  supprimer  le  double  signe  et  écrire  sim- 
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plcnicnL 

(  2  )  ûs:::z — —  , 

pourvu  que  l'on  convienne  de  porter  la  valeur  ai)solue  du 
rayon  sur  l'axe  des  z  dans  le  sens  des  z  positifs  si  le  dé- 
nominateur est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce  déno- 
minateur est  négatif. 

SECTIOjVS    PRIJNCIPAI.ES. 

701 .  Si  le  plan  normal  tourne  autour  de  l'axe  des  z,  le 
rayon  p  variera  en  même  temps  que  l'angle  cp.  Proposons- 
nous  de  trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
ce  rayon.  Comme  ces  valeurs  correspondent  au  minimum 
et  au  maximum  du  dénominateur  dans  la  formule  (a),  il 
faudra  égaler  à  o  la  dérivée  de  ce  dénominateur:  on 


aura 


{t—  r)  2sin©cosçp-}-'2.v(cos'(p  —  sin'(p)  —  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

(3)  /tang2çp-+-(r  — ;)  tangy  — ^  — o. 

Cette  équation  donne  pour  tangcj)  des  valeurs  réelles, 
dont  le  produit  est  égal  à  —  i . 
Comme  d'ailleurs,  en  faisant 
varier  l'angle  (p  de  o  à  tt,  on 
obtient  tous  les  plans  nor- 
maux qui  passent  par  le  point 
O,  il  suffira  de  considérer  les 
deux  angles  plus  petits  que 
i8()*^  qui  correspondent  aux 
deux  racines  de  l'équation.  L'un  étant  désigné  par  a, 

1  autre  sera  nécessairement  — [-  a. 

Par  conséquent,  si  l'on  trace  sur  le  plan  des  xj  deux 

droites  OH  et  OK,  faisant  avec  Ox  les  angles  a  et  a  -h  -, 

les  sections  normales  situées  dans  les  plans  zOH,  zOK, 
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correspondront  aux  rayons  de  courbure  maximum  et  mi- 
nimum. En  effet,  la  dérivée  du  second  ordre  de  -  est 


P 


•2  (r  —  r)  (cos^cp  —  sin'cp)  —  8^sincpcoS(j), 


et  cette  expression  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  quand  on  y  remplace  cp  par  a  et  par  a  -f-  -• 
Remarquons  qu'il  s'agit  ici  d'un  maximum  et  d'un  mini- 
mum analytiques,  en  sorte  que  si  les  deux  valeurs  de  -i 

P 

correspondantes  à  a  et  a  -f-  -  étaient  de  signes  contraires, 

celle  qui  serait  un  minimum  négatif  pourrait  être  un 
maximum  en  valeur  absolue. 

Les  droites  OU  et  OR,  faisant  avec  l'axe  Ox  des  angles 

dontladifférenceest  ->  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Donc  les  plans  zOll  et  zOK,  qui  déterminent  sur  la  sur- 
face deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  mini- 
mum, sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sec- 
tions faites  par  ces  plans  le  nom  de  sections  principales, 

VARIATION    DE    COURBURE     DES    SECTIONS    NORMALES. 

70î2.  Prenons  maintenant  pour  plans  des  xz  et  des  yz 
les  plans  des  sections  principales.  Les  valeurs  de  cp  corres- 
pondant au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  de  cour- 
bure devront  être  o  et--  Or,  l'équation 


s  tang^cp  4-  [r  —  t)  tanfjçp  —  s  =z  o 

ne  donnera  pour  tangc^  les  valeurs  o  et  co  que  si  ^  ==  o 
Par  conséquent,  la   valeur  de  p  prendra   la  forme   plus 
simple 

"       /-cos'cp  H-  ts'wV-'^ 

et  l'on  déduira  de  cette  expression  b^s  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux  p'  et  p" ^  en  faisant,  tour  à  tour,  (p  =  o 
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et  (f  =  -9  ce  qui  donnera 

p'=7'     P"  =  7' 

OU  bien 

I  I 

Âinsî,  les  dérivées  partielles  r  et  ^  représentent  les  deux 
courbures  principales  au  point  O. 

703.  Les  valeurs  de  p'  et  de  p"  peuvent  être  introduites 
dans  l'expression  générale  de  la  courbure.  On  a 

-  rz:  /•ccs^(5p  +  ^sin'(j>; 
P 
donc 

(a)  -  z=:  —  cos> -^  -;  sin^çp, 

p      p  p 

formule  qui  donne  la  courbure  dune  section  déterminée 
par  un  plan  normal  faisant,  avec  la  section  principale 
zOx,  un  ang^.e  cp. 

De  là  les  conséquences  suivantes.  En  premier  lieu,  l'ex- 
pression (2)  ne  change  pas  quand  on  met  à  la  place  de  tp 
son  supplément  :  donc  deux  sections  nortnales  égale- 
ment inclinées  sur  une  section  principale  ont  des  rayons 
de  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

Si  l'on  désigne  par  p^  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
lion  normale  perpendiculaire  à  celle  qui  fait  avec  le  plan 
principal  z  Ox  l'angle  (f ,  on  aura 

(3)  —  =  -r  singes  4-  -^,  cos'œ, 

et,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  il  viendra 

I         I         I         I 

-H — -^  H-  — . 

?         P^         ?         ? 
Donc  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  nor- 
males perpendiculaires  entre  elles  est  constante, 

70i.  Nous  allons  maintenant  discuter  la  valeur  géné- 

SruRM. — An.f  U.  l5 
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raie  de  p  en  nous  servant  de  la  formule 

ï  cos'çp    ,    sin^© 

___  ._^„_  _,____. 

Supposons  d'abord  /d'  et  p'^  tous  deux  positifs,  et  p'^p". 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i)  donne  pour  p  une  valeur  tou- 
jours positive.  Par  conséquent,  toutes  les  sections  nor- 
males sont  situées  au-dessus  du  plan  tangent,  et  la  surface 
est  convexe  autour  du  point  O.  Si  p'  et  p'^  étaient  négatifs, 
la  surface  serait  encore  convexe,  mais  située  au-dessous 
du  plan  langent. 

En  mettant  l'équation  (i)  sous  la  forme 

on  voit  que  -  augmente  depuis  -  jusqu'à  — ?  quand  c^  croît 

de  o  à  -,  et  que  -  décroit  depuis  —  jusqu'à  -?  quand  c{> 

augmente  de  —  a  tt. 

Dans  le  cas  particulier  où  p'  =  p" ^  la  formule  (2) 
donne 

*  L  —  L 

ou  p  =  p^  qnel  que  soît  c^.  Toutes  les  sections  normales  au 
point  O  ont  donc  la  même  courbure.  On  dit  alors  que  ce 
point  est  un  ombilic, 

705.  Supposons  maintenant  que  p^  elp"  aient  des  signes 
contraires  et  que  p"  soit  négatif.  En  mettant  les  signes  en 
évidence  dans  l'équation  (1),  nous  aurons  ^ 

I        cos'<p        sin^ 
(  o  )  —         ;  7,     * 

P  P  P 

Pour  (9  =  o,  on  a  ,0  =  p'.  L'angle  cp  croissant  de  o  à  la 
valeur  6  donnée  par  l'équation 

tangos  r=:  4, 
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p  croît  depuis  p'  jusqu'à  l'infini.  Au  delà  de  çp  =  o,  p  de- 
vient négatif  et  de'croit  jusqu'à  p^\  valeur  qui  correspond 

à  (^z=L-.  Les  valeurs  de  p  se  reproduisent  ensuite  dans 

l'ordre  inverse. 

Dans  ce  cas,  la  surface  est  en  partie  au-dessus  du  plan 
tangent,  et  en  partie  au-dessous. 

DÉTERMINATION    DES    OMBILICS. 

706.  Pour  trouver  les  ombilics  d'une  surface,  il  faut 
chercher  les  points  où  le  rayon  de  courbure  des  sections 
normales  a  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  plan  mené 
par  la  normale. 

Reprenons  la  formule  (i)  du  n^  700  en  y  supposant 
COS0  =  I,  et  en  remplaçant  dl^  par  dx^  -\-  dj^  -f-  dz^  ; 
nous  aurons 


■'?+'(!) 


dx 


Désignons  par  m,  —  ou  le  rapport   des  cosinus   des 

angles  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  considéré 
fait  avec  l'axe  des  x  et  l'axe  des  j^.  Comme 

dz  =  /;  dx  -}-  q  djj 


on  aura 

dz 


^=P  +  g,n, 


et  la  formule  (i)  pourra  s'écrire 


R ^  v/i-t-/>^4-v^[i-i-/^^^-f-  i/J  +  gmy] _ 
/•-h  ism  -f-  tm^ 
ou  bien 

,     ,        „  / : ;  I  -f-  />^  -h  ipqm  -\-  (l  -h  q 


ism  -h  tm} 


Quand  le  point  est  un  ombilic,  ce  rayon  est  indépen- 

i5. 
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dant  du  rapport  m  qui  détermine  le  plan  normal  où  est 
située  la  courbe  considérée.  On  doit  donc  avoir 

(3) 

ce  qui  donne,  en  général,  deux  équations  distinctes.  En 
y  joignant  l'équation  de  la  surface,  on  aura  le  nombre  de 
relations  nécessaires  pour  déterminer  les  coordonnées  du 
point  cherché. 

707.  Appliquons  ces  principes  au  paraboloïde  ellip- 
tique 


On  a  ici 


2«  10 


.T  y 


I  I 

a  b 


Les  équations  (3)  sont,  dans  ce  cas. 


ab  o^ 


1  o  I 


On  pt3ut  y  satisfaire  d'abord  en  posant 

iC=:0,       a:=^b  -\-  —^ 

d'où 

jr^±\lb(a  —  b),      z=:—~ 


Les  valeurs  de  j  et  de  5;  étant  réelles,  il  existe  deux 
ombilics  situes  dans  le  plan  jO^r.  Ce  sont,  d'ailleurs,  les 
ieuls,  car  l'hypothèse  j  —  o  donnerait  pour  x  une  valeur 
imaginaire. 
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CINQUANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Théorie  de  l'indica- 
trice. —  Conséquences  géométriques.  —  Cas  où  l'expression  du  rayon 
de  courbure  se  présente  sous  une  forme  illusoire.  —  Tangentes  conju- 
guées. 

SUR    LA    SURFACE     DOJST    TOUS    LES    POINTS    SONT 
DES    OMBILICS. 


(') 


708.   Lorsque  les  équations 

T  -h  />2  pq  I  -h  7^ 


r  s 


qui  servent  à  déterminer  les  ombilics  d'une  surface  don- 
née, se  réduisent  à  une  seule,  la  surface  a  une  infinité 
d'ombilics  situés  sur  une  ligne  qu'on  nomme /a  ligne  des 
courbures  sphériques.  Si  les  équations  (i)  sont  identiques, 
tous  les  points  de  la  surface  sont  alors  des  ombilics. 

Pour  trouver  une  surface  qui  jouisse  de  cette  propriété, 
observons  que  les  équations  (i),  mises  sous  la  forme 

(2)  ^        dp  _\    dq  q        dq  _  I    dp  ^ 
^                    l  -\-  p^  dx         q  (Lt.         \ -\-  ([^  dy        p  dy  ■ 

peuvent  s'intégrer  comme  des  équations  ordinaires  (643). 
On  aura  par  ce  moyen 

(3)  I-4-A^  =  Yry%       l-^r-q^^-^p\ 

Y  étant  une  fonction  arbitraire  de  j",  et  X  une  fonction 
arbitraire  de  x.  On  tire  de  ces  équations 


Mais  p  Gl  q  doivent  satisfaire  à  l'équation  -^  =  --  :  on 
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a  donc 

I         û?X_         T         dY 

Le  premier  membre  étant  fonction  de  x  seulement,  et  le 
second  fonction  de  j,  cette  équation  ne  peut  subsister 
qu'autant  que  chaque  membre  se  réduit  à  une  constante. 
Soit  --  cette  constante.  On  aura 

Jrt. 

^X 


et,  en  intégrant, 

R  R 


=  ^-~r, 


s/i  +  X  v/'+Y 

a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  En  portant  les 
valeurs  de  X  et  de  Y,  tirées  de  ces  équations,  dans  le  sys- 
tème (4),  il  vient 


d'où 


P^ 

n  —  X 

slW- 

-[a-xf- 

(b. 

-Jf 

H  - 

h~y 

V'R'  • 

-{a-xy~ 

{b- 

-y? 

fiz- 

[a- 

~.T)dx-^   [b 

—  J 

^)d.r 

\/R'- 

-{a-xy- 

[b- 

-jY 

ran 

t  de  nouveau, 

équation  d'une  sphère.  Ainsi,  la  sphère  est  la  seule  sur- 
face dont  tous  les  points  soient  des  omhdics. 


THÉORIE    DE    L  INDICATRICE, 


709.  La  courbure  des  surfaces  peut  être  présentée  sous 
un  autre  point  de  vue,  qui  donne  une  idée  plus  nette  de  la 
manière  dont  varient  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  autour  d'un  même  point. 
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Prenons  toujours  pour  plan  des  xj  le  plan  tangent  £ 
la  surface  au  point  O,  et  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce 
point. 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  et  infiniment  voisin  de  ce  plan,  la  section 
obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite,  et  du  second 
degré,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ses  dimensions.  En  d'autres  termes,  une  courbe 
semblable  à  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  à  une  dislance  h^  tend,  à  mesure  que  h  diminue, 
vers  une  section  conique. 

En  effet,  si  Ton  développe  l'ordonnée  z  de  la  surface 
par  la  série  de  Maclaurin,  on  aura 


px  -{-  qX 


s  xy 


ty' 


Mais  ^(j,  p^  q^  qui  représentent  les  valeurs  de  z,  —  5  -j- 

quand  on  fait  simultanément  j:  =  o,  j  =  o,  sont  nulles 
d'après  le  cboix  des  axes.  Donc,  on  a 


2  2 

w  désignant  une  somme  de  termes  dont  le  degré,  par  rap- 
port à  :r  et  à  y,  est  supérieur  au 
second.  Si  maintenant  on  rem- 
place z  par  la  constante  00'  =  /i, 
on  aura  l'équation  de  la  section 
A'M'B',  et  si  l'on  fait  h  très- 
petite,  la  quantité  w  devient  né- 
gligeable comparativement  aux 
termes  qui  la  précèdent.  Par 
conséquent,  on  a 

(i)     rx"^ -\- 1  s  xy -\- tj^  ■=■  1  h  y 

équation  d'une  ellipse   ou  d'une  hyperbole   infiniment 
petite  dont  le  centre  est  au  point  O. 
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710.   En  remplaçant  h  par  z,  on  aura 

(2)  z  =r  -  (r.r2  -I-  2  sxy  -\-  tj^), 

Cette  équation  représente  un  paraboloïde  passant  par  la 
section  A'M'B',  et  ayant  pour  sommet  le  point  O.  Ce  pa- 
raboloïde va  nous  servir  à  calculer  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale  quelconque  OM'C. 

Nommons  p  le  rayon  de  couibure  de  la  section  OM' G 
au  point  O.  On  a  [Note  à  la  fin  de  la  leçon) 

p  =  lim  — :;7^77  r=  hm 


2OO'  ih  ih 

Pour  en  déduire  la  valeur  de  p,  faisons^  dans  l'équa- 
tion (2), 

X  =  0' M' ces  (p,     j  =  O'M'siri'ij, 

'p  désignant  l'angle  xON.  On  aura 

0'!M'-(/'cos-cp  4-  25sin(p  cosçp  -\-  tsm'o)  =:  2//, 
d'où 

3)  a=: J. , , 

/cob^'P -{- 2J'sin(p  cos^  4- ^sirry 
formule  déjà  obtenue,  par  une  autre  méthode  (n^  700). 

711.  L'égalité  p  =  — -—fait  voir  que   les  rayons  do 

courbure  des  différentes  sections  normales  sont  propor- 
tionnels à  O'M'^.  Supposons  donc  que  sur  la  trace  du  plan 

O'  M' 
2 ON  dans  le  plan  des  xj  on  prenne  ON  =  -,  on  aura 

sji/i 

0'  M' 
p=zOl\^,  De  plus,  le  rapport  sera  constant  poui- 

toutes  les  sections  normales.  La  courbe  ANB  ainsi  obte- 
nue sera  donc  semblable  à  A'M'B',  et  aura  pour  centre  lo 
point  O.  Cette  courbe,  qui  donne  tous  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faites  au  point  O,  est 
nommée  V indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 
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712.  Quand  rintcrsection  de  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une 
lypeibole,  il  faut,  en  même  temps,  considérer  une  autre 
section  produite  par  un  second  plan  parallèle  au  plan 
tangent,  de  l'autre  côté  de  ce  plan.  On  obtient  par  là 
une  hyperbole  conjngi^ée  de  la  première.  Dans  ce  cas, 
l'indicatrice  se  compose  de  deux  hyperboles  conjuguées, 
et  Ton  a  o  =  rizO]N^,  suivant  que  l'hyperbole  sur  la- 
quelle se  trouve  le  point  N  correspond  à  une  section 
faite  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  xy.  Le  rayon  de 
courbure  de  la  surface  devient  infini  et  change  de  signe 
quand  le  plan  sécant,  en  tournant  autour  de  la  normale, 
vient  passer  par  une  asymptote  commune  aux  deux 
hyperboles. 

CONSÉQUENCES  GÉOMÉTHIQUES. 

713.  Toute  courbe  du  second  degré  douée  d'un  centre 
ayant  un  diamèlre  maximum  et  un  diamètre  minimum, 
on  en  conclut  que  la  surface  a  deux  sections  normales 
perpendicul aires  entre  elles  et  dans  lesquelles  le  rajon  do 
courbure  est  un  maximum  ou  un  minimum,  La  somme 
des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres  perpendicu- 
laires étant  constante,  il  en  résulte  immédiatement  que 
la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales,  per- 
pendiculaires entre  elles,  est  constante.  En  un  mot,  à 
toute  propriété  des  diamètres  d'une  section  conique,  cor- 
respond une  propriété  des  rayons  de  couibure  des  sections 
normales  qui  passent  par  les  diamètres  de  l'iudicatrice. 

714-,  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  consi- 
déré est  un  ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  aux  points  où  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
sections  circulaires.  En  eiïet,  tous  les  plans  parallèles  dé- 
terminent, dans  une  pareille  surface,  des  sections  sembla- 
bles. Il  en  résulte  que  l'indicatrice,  qui  en  général  n'est 
semblable  qu'aux  sections  faites  parallèlement  au  plan 
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tangent,  à  une  distance  infiniment  petite,  sera,  dans  les 
surfaces  du  second  ordre,  rigoureusement  semblable  aux 
sections,  quelles  que  soient  leurs  distances  au  plan  tan- 
gen  t . 

Ainsi  dans  l'ellipsoïde 

a^         0^         c^ 
il  y  a  quatre  ombilics  dont  les  coordonnées  sont 


Ja'—b'  ,        Jb'—c' 


s/a^  —  c*  \/a'  —  c' 

CAS  OU  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  présente 
sous   une  forme  illusoire. 

715.  La  formule 


p  — ^ , 

r  cos^  (f  -h  2S  sui  cf  cos  cf  -\-  t  sm^  «p 

précédemment  obtenue  pour  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  faisant  avec  le  plan  des  xz  un  angle  ^, 
dépend  des  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre 
au  point  considéré  de  la  surface.  Nous  avons  tacitement 
admis  que  7^,  s  et  t  avaient,  en  ce  point,  des  valeurs  déter- 
minées et  indépendantes  de  l'angle  cp.  Mais  ces  fonctions 

se  présentent  quelquefois  sous  l'une  des  formes  -  ou  —5 

quand  x^y  et  z  deviennent  nulles.  Pour  éviter  l'indéter- 
mination, on  posera 

j=^lang9, 

relation  qui  convient  à  tous  les  points  de  la  section  nor- 
male considérée 5   puis,  après  avoir  porté    cette  valeur 
de  j  dans  les  expressions  de  r,  5,  t,  on  fera  x  =^0. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 


<i) 


y  désignant  une  fonction  quelconque.  Elle  représente  une 
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surface  dont  les  sections  normales  à  l'origine  sont  des  pa- 
raboles ayant  pour  axe  commun  l'axe  dès  z.  Les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  sont  : 

et  les  dérivées  du  second  ordre  : 


.T.  \  .T. 


'=/"(i 


On  a  bien,  en  général,  par  ces  formules,  p  =:  o^  ^  =  o, 
pour  ;r  ==^  0,^  =  o.  Quant  aux  valeurs  de  /■,  s,  t,  elles  se 
présentent  sous  une  forme  indéterminée  quand  on  laisse 


X  ctjx^  indépendants  entre  eux^  mais  si  l'on  y  remplace - 
par  tangtp,  elles  deviennent 

r=  2/(tangrp)  —  2  tang  o/'(tang^) -f- tang2(p/''(tangç*), 

s  =i:/'(tangçp)  —  tangcp/'(tangcp), 

?=/'^(tangç). 

Il  faut  maintenant  porter  ces  valeurs  de  r,  5,  t,  qui 
dépendent  de  çp,  dans  la  formule 


P  = 


r  cos^c?  +  2  ^  sm  9  ces  9  -f-  ^  sin^  © 


On  doi  t  remarquer  qu'en  faisan  t  vari  er  l'angle  ^ ,  le  rayon 
de  courbure  peut  avoir,  selon  la  forme  de  la  fonction  y, 
un  nombre  quelconque  de  valeurs  maximums  ou  mini- 
mums, et  il  y  aura  autant  de  maximums  que  de  minimums 
puisque  ces  valeurs  doivent  se  succéder  alternativement 
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quand  on  fait  varier  9  de  o  à  27:,  et  que  la  section  nor- 
male revient  à  sa  position  primitive. 

TANGENTES    CONJUGUÉES. 

716.   Soit  MM'  une  courbe  quelconque  située  sur  une 
surface  :  imaginons  les  plans  tangents  menés  par  les  points 
Fig.  12G.  M  et  M^  Si  le  second  point  se  rap- 

proche indéfiniment  du  premier, 
l'intersection  des  deux  plans  va- 
riera de  position  et  deviendra,  à 
la  limite,  une  certaine  tangente  à 
la  surface  passant  par  le  point  M. 
Cette  droite  limite  et  la  tan- 
gente MT  à  la  courbe  ÎMN  sont  dites  tangentes  conjuguées. 
Prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  plans  des  coor- 
données xj^  xz^yz^  le  plan  tangent,  et  les  plans  des  sec- 
tions normales  principales  correspondant  à  ce  point.  On 
aura,  au  point  M,  x  =  o,  j-  =  o,  z  =^  o,  puis  p  =  o, 
q  =  0  et  s  =  0  (n°  702). 

L'équation  du  plan  tangent  en  M'[x'jj'\  z')  est 

z  -  z'=p'  (X  -  x')  +  q'{Y  -y) , 

p'  et  q'  désignant  les  valeurs  de  p  eX  de  q  relatives  au 
point  M'.  D'après  la  formule  de  Maclaurin,  on  a 

z'  z=  px' -r-  qf  -\ ( rx'^  H-  isx'f  -^ty^)  -\-  .  .  .  . 

On  aura  donc,  en  négligeant  des  infiniment  petits  du 
troisième  ordre, 


Z'=:i(rx'= +<,"). 


On  trouvera  de  môme 


p'=rx',      q'  =  tx' 


Par  suite,  les  équations  des  plans  tangents  menés  aux 
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points  M  et  M'  seront 

Z=  o, 

rx'  (X  -^œ')-V-  tf  (Y  —  r')  -\-  -  [rx'^  -f- 1/')  -  Z  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  l'intersection  des  deux- 
plans  tangents.  Or,  si  l'on  porte  dans  la  seconde  la  valeur 
Z  =:  o,  on  aura,  en  réduisant, 

rx'  X  -t-  //  Y  —  ^  [r.x'^  4-  tj")  ^  o. 

Posons j}^'=  mx\  m  éiant  le  coefficient  angulaire  de  la 
projection  de  la  droite  MM',  qui,  à  la  limite,  se  confond 
avec  la  tangente  MT.  L'équation  précédente  devient 

rX  -h  ?A/2  Y x'  (r  H-  tm^)  ~  o, 

2         ^  ^ 

et  quand  le  point  M^  se  réunit  au  point  M,  on  a  x'  =  o,  et 

rX  -h  //;?Yr=o, 

équation  de  la  tangente  conjuguée  défini  3  plus  haut.  On 
voit  que  si  m'  désigne  son  coefficient  angulaire,  on  a 

tin 
ou 

mm  ■= 

t 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coeffi- 
cients angulaires  de  deux  tangentes  conjuguées,  quand  on 
prend  pour  axes  la  normale  et  les  intersections  du  plan 
langent  avec  les  plans  principaux. 

717.    Deux  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  h 
deux  diamètres  conjugués  de  V indicatrice. 
En  effet,  si 

7'  +  !^  =  ' 
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est  réquation  de  l'indicatrice,  on  a,  entre  les  coefficients 

angulaires  de  deux  diamètres  conjugués,  la  relation 


h' 
mm  =zz . 

On  a  d'ailleurs  :702  et  711) 

par  conséquent, 

b^  r 

mm  :=. = •> 

o?  t 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  Les  rayons  de 
courbure  étant  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres 
de  l'indicatrice,  il  résulte  d'une  propriété  bien  connue 
des  sections  coniques  que  la  somme  algébrique  des  rayons 
de  courbure  correspondant  à  deux  tangentes  conjuguées 
est  constante. 

Note  (p.  23 1).  —  Le  cercle  osculateur  de  la  courbe OM'C 
au  point  O  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  cercle  tan- 
gent à  OT  au  point  O,  et  passant  par  M',  lorsque  ce  der- 
nier point  vient  se  réunir  au  point  O.  Le  rayon  de  ce 

cercle  est  —777^7  :  on  a  donc 
2  00' 

,.      OM'^ 

Mais  le  rapport  de  OM'  à  O'M'  ayant  l'unité  pour  limite, 
on  pourra  remplacer  OM'  par  O'M',  et  l'on  aura 

,.     O'M'2 
ou  bien 


2  00 


puisque,  la  courbe  OM'C  étant  une  parabole,  le  rapport 
O'  M'^ 


^^,  est  constant. 
2OO 
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EXERCICES. 

1.  Trouver  sur  la  surface  de  P ellipsoïde 

a-       b-       c^ 

le  lieu  des  points  qui  ont  des  indicatrices  semblables  [lieu  des  cour- 
bures semblables). 

Solution  :  E  et  F  étant  les  axes  de  l'une  des  indicatrices,  si  Ton 

P       F 

pose  ).  =:  -^  +  -,  le  lieu  demandé  sera  l'intersection  de  l'ellipsoïde 

par  la  surface  dont  l'équation  est 


„=iv),=(f:+i;+î;)=(«= 


c^ —  x^  —  y"^  —  z-'f 


2.  Les  rayons  de  courbure  principaux  de  Fellipsoïde  sont  donnés 
par  l'équation 

D        f^  b' c? 
r         \  ^  '  p  p* 

OÙ  p  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  plan  tangent  au  point  (x,  /,  z). 

3.  Pour  la  surface  xyz  =  w^,  on  a 

.2_  2 U'  -h y'  -^z']l-\-  ^-  =  o. 
'  p         p' 

4.  On  sait  que  des  droites  normales  à  une  surface  sont  aussi 
normales  à  une  infinité  d'autres  surfaces,  dont  chacune  est  à  une 
distance  constante  h  de  la  première,  de  sorte  que  deux  quelconques 
de  ces  surfaces  interceptent  sur  toutes  les  normales  une  longueur 
constante  Ces  surfaces  ont  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
pour  tous  les  points  où  elles  rencontrent  une  même  normale.  Les 
courbes  indicatrices  des  surfaces  pour  ces  points  sont  des  coniques 
homofocales  ayant  leurs  axes  parallèles,  de  sorte  que  la  ligne  des 
foyers  est  constante  de  grandeur  et  de  direction. 
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CINQUANTE-SIXIEME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

Lignes  de  courbure.  —  Propriétés  des  lifjnes  de  courbure.  —  Centres  de 
courbure  des  sections  principales.  —  Rayons  de  courbure  principaux 
—  Applications. 

LIGNES    DE    COURBURE. 

718.  Soient  s  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rec- 
tangulaires quelconques;  M  (x^  j ,  z),  un  point  de  la  sur- 
Fig.  127.  face,  et  MN  la  normale  en   ce 

point.  Si  M'  (x\y,  z')  est  un 
second  point  de  la  surface,  voi- 
sin de  M,  la  normale  M'JN'  ne 
rencontrera  pas  la  première 
normale  MN,  à  moins  qu'il  n'y 
ail  entre  les  coordonnées  de 
ces  deux  points  une  certaine 
relation  que  nous  allons  cher- 
cher. 


i\ 


'a 
La  normale  MIN  a  pour  équations 

(1)  X  —  X  -\- p  [Z  —  3)=r0, 

(2)  Y-j-f-ry(Z-z)=0. 

Si  p'  et  q'  désignent  les  valeurs  de  p  et  de  q  relatives 
au  point  M',  la  normale  M'JN  '  aura  pour  équations 

(3)  X-.r'-h/y  (Z-z')r=o, 

(4)  Y-j'  +  r/(Z-z')  =  o. 

En  éliminant  X  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  a 
Z  r=  .r'  —  -r  -h  f/z  —  pz  ^ 
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L'éliminalion  de  Y  entre  les  équations  (2)  et  (4)  o 

r'  —  r  -^  q^  z'  —  qz 

On  a  donc  l'équation  de  condition 

IK\  ^'  —  -^  -^  p'  z'  —  pz  y'  —  y  -t-  q'  z'  —  qz 

Cette  équation  et  celle  de  la  surface 
(6)  z'-^fyx',y') 

représentent  une  courbe  MM'  située  sur  la  surface,  et 
passant  par  le  point  M.  Toutes  les  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  cette  courbe  iront  ren- 
contrer la  normale  MN. 

719.  Concevons  maintenant  que  le  point  M' se  rappro- 
che, de  plus  en  plus,  du  point  M  :  la  droite  MM'  devien- 
dra la  tangente,  et  les  diiïérences  a:'  —  ^-ij' — J-)  z' — z, 
p'  —  p,  q'  —  (j  devront  être  remplacées  par  les  différen- 
tielles dx^  cfy,  dz^  dp,  dq.  De  même/^'^'  —  pz  =  d  {pz), 
q' z'  —  qz  =:  d['jz).  On  aura  donc,  à  la  limite, 
dx  -h  p  dz  -\-zdp         dy  -^  q  dz  -\-  z  dq 


ou  simplement 

(7) 
Mais  on  a 

dp                                      dq 

dr  -\-pdz         dy  -f-  q  dz 
dp                       dq 

dz^=:  p  dx  -f-  q  dy. 

dp  =  rdx  -t-  sdy. 

donc 

dq  z=  tdf  -1-  sdx'j 

i-\-p' 

dy                               ,  dy 

■-^pq-          pq  +  ^^^q^)-. 

r  - 

dy         ~~                     dy 
dx                                  dx 

ou  bien 

^8j  j [(.h-,v-m(J)^[(.+î').-(.+/.v](£) 

(  +[pqr-{l+p')s\=:0. 

Stlum.  —  Jn..  II.  Ib 


i/\2 

Celte  équation  donne  deux  valeurs  de-r--  Elle  indique 

d'eux  directions  suivant  lesquelles  il  faut  passerdu  point  M 
à  un  second  point  infiniment  voisin,  sur  la  surface,  pour 
que  la    normale  en   ce   point  rencontre  la  normale  au 

point  M.  Prenons  l'une  des  valeurs  de  —  j  et  la  valeur 

dz 
correspondante  de  —  •  Soit  M'  le  point  correspondant. 

On  passera, de  même,  du  point  M'àun  troisième  point  M'^, 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  une  ligne  MM'M^^  .  .  , 
telle  que  toute  normale  à  la  surface  menée  par  un  de  ses 
points  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine.  La  se- 

dy 
conde  valeur  de  —  donne  une  autre  ligne  jouissant  de 

la  même  propriété. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lie  u  des  points  d'une 
surface  pour  lesquels  les  normales  infiniment  voisines 
se  rencontrent  consécutivement.  L'analyse  précédente 
montre  qu'en  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux 
lignes  de  courbure  représentées  par  l'équation  différen- 
tielle (8),  et  par  l'équation  de  la  surface.  En  éliminant  z, 
on  aura  l'équation  de  la  projection  de  la  ligne  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xy.  L'intégration  donnera  deux 
équations  contenant  deux  constantes  arbitraires  qu'on 
déterminera  en  faisant  passer  la  ligne  par  un  point  donné 
de  la  surface. 

PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    DE    COURBURE. 

720.  Prenons  la  normale  MN  pour  axe  des  z  :  p  et  tf 
sont  nuls,  et  l'équation  (8)  devient 


(9)        <£)' 


('-')£— 


Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  égal  à  — 15 
donc  les  tangentes  menées  aux  lignes  de  courbure  qui  se 
croisent  au  point  M  sont  perpendiculaires  entre  elles. 
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Si   maintenant  on   prend  les   plans  principaux   pour 
plans   (les    zx  et   des    2/,   on    a   5  =  0  (702).    L'équa- 
•;  lion  (9)   a  une  racine  nulle  et  l'autre  infinie  :  donc  les 
i  deux  lignes  de  courbure  ont   respectivement  pour  tan- 
gentes, au  point  M,  l'axe  des  x  et  l'axe  desj^,  c'est-à-dire 
les  tangentes  aux  sections  principales.   Les  deux  séries 
de  ligne  de  courbure  se  coupent  donc  à  angle  droit  sur 
la  surface  et  la  partagent  en  rectangles  infiniment  petits. 
Si  l'on  avaitj  à  la  fois,  5  1=:  o,  r  =  ^,  les  deux  valeurs  de 

cIy  .         . 

-7-  seraient  indélerminées.   Il  y  aurait   une   infinité  de 

lignes  de  courbure  passant  par  le  point  M,  autour  duquel 
toutes  les  courbures  seraient  égales  :  ce  serait  donc  un 
ombilic.   Ce  caractère  peut  servir  à  trouver  les  ombilics 

d'une  surface,car  si  l'on  exprime  que  l'équation  (8)  donne 

dy  ,         , 

pour  —  une  infinité  de  valeurs,  on  aura  les  deux  condi- 
tions déjà  trouvées  (706) 

i  -^  p- 1-4-7' Pn 

r  t  s 

721 .  Soient  O  un  point  de  la  surface,  O2  la  normale, 
OA.  et  OB  les  deux  lignes  de  courbure,  Ox  et  Oj  leurs 
tangentes.  Si  O'et  O"  sont  deux  points  infiniment  voisins 
du  point  O  sur  les  lignes  OA  et  OB,  on  sait  que  les  nor- 
males O'K  et  O'^L  rencontreroni  Oz  :  soient  K  et  L  les 
Figr.  128.  points  d'intersection.  Je  dis  que 

OK  et  OL  sont  précisément  les 
rayons  de  courbure,  au  point  O, 
des  sections  principales  zOxj 
zOj.  En  effet,  puisque  Ox  est 
tangente  à  lacourbeOA,  le  point 
O'  infiniment  voisin  du  point  O 
sur  OA  peut  être  considéré 
comme  appartenant  au  plan 
zOx. Donc  la  droite O'Rqui  est  normale  à  lacourbeOA, 
comme  étant  normale  à  la  surface,  déterminera,  par  sa 

16. 
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rencontre  avec  la  normale  Oz,  le  centre  de  courbure  de 
la  section  principale  située  dans  le  plan  zOx.  On  ferait 
voir  de  la  môme  manière  que  OL  est  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  principale  faite  par  le  plan  zOy. 

722.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 

Soient 

(   X-.r-f-/.  (Z-z)==o, 

(    Y  ~r\-q   (Z-2)=:0; 

(2)  1 

(   Y-y-hq'[Z~z')  =  0 

les  équations  de  deux  normales.  Si  le  point  (^,7",  z) 
coïncide  avec  l'origine,  et  que  le  point  [x\y',  z')  soit  infi- 
niment voisin,  les  équations  (i)  se  réduisent  à 

X  =:  o,      Y  =r  G, 

et  les  deux  autres  donnent,  au  point  commun, 

—  dx  -\-  dp  [z  —  dz)  m  —  d.T  -f  Zrd,r  r=i  o, 

—  df  -f-  drj  [z  —  dz)  =z  —  t/j  -f-  Ztdj  --  o , 

OU  bien 

dx  [Zr  —  I  )  =:  O, 
dy{Zt~Y]z=zÇi. 

On  ne  peut  pas  supposer  dx  et  dy  nulles  à  la  fois,  mais 
on  peut  satisfaire  à  ces  deux  équations,  soit  en  posant 

(3)  dx  —  o,     Z  =  -, 
ou  bien 

(4)  ^j  =  o,    z=.^. 

Dans  le  premier  cas,  puisque  dx  =  o,  la  tangente  coïn- 
cide avec  l'axe  des  j^,  et  Z  =  -  est  le  rayon  de  courbure 
principal.  Même  conclusion  à  tirer  du  second  système. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de 
rencontre  des  normales  soient  les  centres  des  cercles 
osculateurs  des  lignes  de  courbure,  car  ces  normales  se 
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coupent  conséculivement  et  sont  tangentes  à  une  même 
courbe,  propriété  qui  n'appartient  jamais  aux  normales 
menées  par  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  gauche. 
Et  même,  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes  sans 
que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des 
sections  princi])ales.  Il  faut  pour  cela  que  leurs  plans 
osculateurs  soient  normaux  et  que,  par  conséquent,  les 
lignes  de  courbure  soient  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance sur  la  surface  (6i^  Leçon).  Par  exemples,  dans  les 
surfaces  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les 
méridiens  et  les  parallèles.  Les  méridiens  sont  des  sec- 
tions principales,  parce  que  leurs  plans  osculateurs  sont 
normaux  à  la  suiface.  Les  parallèles  sont  des  lignes  de 
courbure  planes  sans  être  des  sections  principales. 

CALCUL    DES    RAYONS    DE    COURBURE    PRIISCIPAUX    EN    UN 
POINT    QUELCONQUE    d'uNE    SURFACE. 

724.  Le  théorème  démontré  (722)  permet  de  calculer 
les  courbures  principales  en  un  point  d'une  surface,  l'ori- 
gine étant  quelconque. 

La  normale  menée  au  point  M  de  la  surface  a  pour 

équations 

(  X  — .r  +  /^  (Z  —  s)  —  o, 

''^  1  Y-r-l-7(Z-z)=o. 

Si  M'  est  un  point  infiniment  voisin,  pris  sur  la  ligne 
de  courbure,  la  normale  correspondante  rencontrera  la 
première  normale  en  un  point  dont  le  Z  sera  donné  par 

chacune  des  deux  équations 

dr 
I  +  p-"  -h  pq 

(1)  Z 


(3; 


i^r 

-h  pq 

dx 

^^- 

dr 

't. 

7 

pn 

+  (l 

+  7') 

dy 
dx 

s  -f 

■4 

dx 
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En  éliminant  -—  entre  ces  deux  équations,  on  aura 

I  [n  —  s'')  (Z  —  zY 
(4)  j         —  [(i  +/^')  ^  -}-  (H-  7')  /•  —  ipqs\  (Z  —  z) 

Cette  dernière  équation  donne  deux  valeurs  de  Z — z, 
et,  par  suite,  de  Z,  qui  correspondent  aux  centres  de 
courbure  des  deux  sections  principales.  Appelons  p  l'un 
des  rayons  de  courbure,  on  aura 

P  =r  v/(x"-  xy-v  (  Y  -  j)^-h  (Z  -  2)% 

valeur  qui  se  réduit,  en  vertu  des  équations  (i),  à 


d'où 


Z  —  Zr=: 


\J\  -^-  lP-\-  q' 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Z  —  z  dans  l'équation  (4), 
on  aura,  en  réduisant  et  ordonnant, 


(5)  <        ^[(i4-/?^)^-h(i  +  7^)r-2/P7.]v/r-+-/>^+7'^;p 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  des  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  par  les  diffé- 
rents points  d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface 
développable,  puisque  deux  normales  consécutives  se  ren- 
contrent. Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface,  il  faut 
éliminer  x^j^  z  entre  l'équation  de  la  surface  proposée, 
les  équations  (i)  d'une  normale  et  l'équation  (8)  du 
n^  719  qui  exprime  que  le  point  [x^j^  z)  est  sur  la 
ligne  de  courbure. 

On  obtiendra  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toute? 
les  sections   principales    d'une   surface   représentée  par 
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rëqualion 

en  éliminant  x,  y,  z  entre  cetie  équation,  celles  de  la 
normale,  et  Féquation  (4)  où  Z  se  rapporte  au  point  de 
■îoncours  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Cette 
surface  se  composera  de  deux  nappes,  puisque  chaque 
normale  contient  deux  centres  de  courbure. 

APPLICATION    DES    THÉOUIES    PRÉCÉDENTES    AU    PARABOLOÏDE 
ELLIPTIQUE. 

726.  Équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  — 
Soit 

r^  Y' 

(l)  z—- h— Tî         «>^>0, 

la         lb 

l'équation  d'un  paraboloïde  elliptique.  On  a,  dans  cet 
exemple, 

'"'    ^  =  «'  ï  =  'ï'  '•"=«'  '=°'  "=r 

L'équation  générale  (719) 

(i  -f-  p^)  dx  -h  pqdy  _  (H-  7^)  dy  +  pgdx 
rdx  -f-  sdy  sdx  H-  tdy 

devient 

ou,  en  ordonnant, 

xy  dy'^        l  \         I  x"^  y^\  ^{ï         ^J 


ab'^  dx-        \b        a         a^ b         ab'^  j  dx        a- b 
et,  multipliant  par  ^> 

;  j__  y-dy^  .   /l  _  1  _^  _f? Z.L\  _L  Z^ 

\  ab^  X?  dx'^        \b        a    '     a' b        ab' j  x^  xdx 

j 


a'b 
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c'est  l'eqnation  différentielle  des  lignes  de  courbure  du 

paraboloïde  elliptique. 

Intégration  de  V équation  (3).  —  Si  Fou  fait  X' =  p*, 
j'  =  u^  cette  équation  devient 

Comme  u  et  p*  n'entrent  qu'à  la  première  puissance, 

on  peut  y  satisfaire    en   substituant   à   u  une    fonction 

linéaire  de  ^.  Posons 

du 
u  zzz  cv  -^  c  y      d  ou      —  =  r. 
cli> 

En  remplaçant  a  et  —  par  cv -\- c/   et   c   dans  Téqua- 

tion  (4)7  les  termes  qui  multiplient  v^  se  détruisent,  et  il 
reste 

f-i---— V-  — =  0 

\^        «        al)')^        a' b        ^^ 

d'où 

,        ah  [a  —  lAc 
b  -f-  ne 

La  constante  c  reste  donc  arbitraire,  et  comme  Tinté- 
grale  ne  doit  en  déterminer  qu'une,  il  en  résulte  que 
u^=  cv -\-  c',  ou 

ah  [a  —  /;)  c 

est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3).  En  faisant  va- 
rier c,  on  aura  les  projections  sur  le  plan  des  xj  de  toutes 
les  lignes  de  courbure.  Ces  projections  sont  des  ellipses 
si  l'on  a  c<^o,  des  hyperboles  quand  c  est  ^o.  Elles 
ont  toutes  leur  centre  à  l'origine. 

Détermination  de  la  constante  c,  —  Si  l'on  veut  avoir 
les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  point  [x\f',  z') 
de  la  surface,  on  déterminera  c  par  l'équation 

nh  (a  —  h)c 
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(G)      a.z''c-  -\~  [bx'"^  —  ay'^-^  ah  [a  —  h')\c  —  hy"^ -:=:  o. 

On  en  tire  deux  valeurs  de  c  réelles  et  de  signes  contraires, 
puisque  a  el  h  sont  de  même  signe.  Ces  deux  racines 
étant  désignées  par  ni  et  —  aï,  les  projections  des  lignes 
de  courbure  seront  représentées  par  les  équations 

,    ^  ,  ,       abia —  b)m 

ab{a  —  b\n 


(8)  r 


an 


La  première  courbe  est  une  hyperbole,  la  seconde  une 
ellipse. 

Discussion.  —  La  constante  m  peut  varier  de  o  à  l'in» 

fini,  mais  la  constante  n  doit  être  plus  grande  que     ?  cl 

ne  peut  varier  que  de-  à  l'infini.  En  effet,  l'équation  (8) 

étant  mise  sous  la  forme 

ah' n  —  b]  n 


j^-{-  n.v'=: 


an 


—  b 


le  second  membre  doit  être  positif:  donc,  puisque  a  est 

^  ^,  il  faut  que  l'on  ait  an  —  h^  o,  ou  Ji  >  -• 

Examinons  main  tenant  les  hyperboles  représentées  par 
l'équation  (7).  A  cause  de  Thypothèse  a'^b,  elles  ont, 
toutes,  leur  axe  réel  dirigé  suivant  l'axe  desj^.  La  valeur 
du  demi-axe  transverse  est 


V 


ah  {a  —  h)  m 

— -/ — r — j 


ou  bien 


/ah  [a  ~  h) 

V 


b 

«H 

m 


Si  m  varie  de  o  à   l'infinî,   cet  axe   augmente  de  o   à 
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\j  b  [a  —  b).  En  mettant  l'équation  (7)  sous  la  forme 

.r'  __    ,    ,     nh(n  —  h) 


b  -\-  a  m 


on  voit  que  pour  m  =  <^  elle  se  réduit  à  x  =  o.  L'hy- 
perbole se  confond  alors  avec  l'axe  des  7,  ou  plutôt  avec 
la  portion  de  l'axe  des  j^  qui  commence  à  une  distance  de 
l'origine  égale  à  dz  sjb  [a  —  b). 

Les  ellipses  représentées  par  l'équation  (8)  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  axes  des  x  et  àesj. 

Les  demi-axes  ont  pour  expressions 


lab{a~'h)  Jnh[a  —  h) 

Le  premier,  dirigé  suivant  l'axe  des  x^  diminue  de  l'in- 
fini à  o,  quand  n  augmente  de  -  à  Tinfini.  L'autre  demi- 


axe  diminue  de  l'infini  jusqu'à  s^b  [a  —  b).  Donc,  tout 
point  situé  sur  l'axe  des  j-  et  à  une  distance  de  l'origine 
plus  grande  que  \[b  [a  —  b)  sera  le  sommet  d'une  de  ces 
ellipses.  Pour  n  =  co  l'ellipse  se  réduit  à  l'axe  des  jr, 
comme  le  montre  l'équation  (8)  mise  sous  la  forme 


r^  ab(a 


n  an  —  b 

cela  résulte  encore  de  ce  que  l'autre  axe  se  réduit  alors 
à  o. 

Si  x'  ==  o,  une  des  valeurs  de  c  est  infinie,  et  l'autre  est 
positive  ou  négative  suivant  que  j^'  est  inférieur  ou  supé- 
rieur à  \Jb  (a  —  b).  Les  projections  des  lignes  de  courbure 
sont  alors  l'axe  des  y,  et  des  hyperboles  ou  des  ellipses, 
selon  quej^'  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  \/b  (a  — ~b'j, 

Sijy'=:  o,  une  des  valeurs  de  c  est  nulle,  et  l'autre  tou- 
jours négative.  Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courbure  ont 
pour  projections  l'axe  des  x  et  des  ellipses. 
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EXERCICES. 


1 .  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  Pellipsoïdc» 
Solution  :  Soi  t 


X'       y      z- 


l'ellipsoïde  donné,  n'y  b^  c.  Les  projections  des  lignes  de  cour- 
bure sur  le  plan  des  xy  sont,  pour  l'un  des  systèmes,  des  ellipses 


X'       r" 
u-i-  =3  i 


X  et  Y  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 


et,  pour  le  second  système,  des  hyperboles 


X^      Y 


dont  les  demi-axes  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse 
^,  ,   a:^{a'-b')^,      h'{a'-b') 


Sur  le  plan  du  grand  axe  et  du  petit  axe  les  projections  des  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  des  ellipses. 

2.  Lorsque  trois  surfaces  se  coupent  orthogonalement,  l'intersec- 
tion de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'une  et  de  l'autre. 

3.  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune  à  l'une  et  à  l'autre,  elles  se  coupent  sous  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  ligne. 
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CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES.  -  CALCUL  INVERSE 
DES  DIFFÉRENCES. 

Notions  préliminaires.  —  DiiTérence  n'"'"^  du  premier  terme  d'une  suite, 
en  fonction  des  termes  de  cette  suite.  —  Terme  {général  d'une  suite,  en 
fonction  du  premier  et  de  ses  différences  successives.  —  Différences  des 
fonctions  entières.  —  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires, 
ou  transcendantes.  —  Théorèmes  {généraux.  —  Intégration  de  quelques 
fonctions. 


NOTIONS    PnÉLTMTNAlRES. 

727,  Le  biU  général  dii  calcul  diiréienlîel  est  de  cher- 
cher les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés 
de  plusieurs  quantités  variables,  ce  que  Ton  peut  faire 
sans  considérer  les  valeurs  numériques  de  ces  accroisse- 
ments. Dans  le  calcul  aux  r/ifféren ces Ji nies,  on  s'occupe, 
au  contraire,  de  ces  valeurs  numériques  et  on  en  clierclie 
la  loi. 

Soient 

une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité 
variable.  Si  Ton  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle 
(|ui  la  suit,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences 
premières  de  ces  valeurs,  et  on  les  représente  par 

A«o>     '^«ij     A  «2,...,      Aw„,..., 

en  sorte  que  Ton  a 

/^,  —  «„  =  AWo,      «2  —  «1  =  A//,,.  .  .  ,      //„.^,  —  f/„  1=  Am„, 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  suite  des  diffé- 
rences premières,  on  obtient  une  suite  de  différences 
secondes,  qu'on  représente  par 
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On  a  donc,  par  définition, 

On   formera  de  la  même  manière  les   dilï'érences  troi- 
siènies,  quatrièmes,  etc. 

Par  exemple,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers 

i^     4>     9»      ï^»     25,..., 

a  pour  différences  premières 

o,      o,      "y,      g,...; 

et  pour  différences  secondes 

2  ,       2  ,       2  ,  ...  ; 

les   différences   troisièmes  et,    par  suite,  les  différences 
d'un  ordre  supérieur,  sont  nulles. 

Dans  cet  exemple,  toutes  les  différences  secondes  sont 
égales  à  2.  Si  l'on  admet  la  généralité  de  cette  loi,  on 
pourra  prolonger  indéfiniment  la  suite  des  différences 
premières,  et,  par  leur  moyen,  celle  des  nombres  carrés. 

728.  Le  calcul  des  différences  est  fondé  sur  quelques 
principes  analogues  à  ceux  qui  forment  la  base  du  calcul 
différentiel. 

En  premier  lieu,  u,  v^  z  étant  des  quantités  variables, 
on  a 

(l)  A[u-j-v 2)=:A«  +  AC  —  Az, 

c'est-à-dire  que  la  différence  dUine  somme  est  égale  à  la 
sommée  algébrique  des  d'Lfférences  de  ses  parties.  En  ellet, 

A  (w  -h  p  —  z)  =  (/«,  -h  ('i  —  Zi)  —  [u  -\-  V  —  z) 

=z  [u^  —  u)  -\-  [v,  —  v)  —  {z,  —  z) 
z=z  Au  -{-  Av  —  Az. 

La  diiïérence  d'une  constante  est  nulle.  Donc 

{2)  A(«  -1-  «)-—  Au. 
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On  a  encore 

(3)  àau  :=z  a  Au, 

car  Aau  =  au^  —  au  =z  a  [u^  —  u)  z=z  a^u. 

EXPRESSION    DE    A"/7. 

729.  Proposons-nous  de  trouver  l'expression  de  A"if 
en  fonction  de  w,  î^j.  .  .  .  ,  ii„.  On  a  d'abord 

Au  =i  Ui  —  // , 
A«,  =  «2  —  Ui. 

Mais 

A^tt  zz^  AUi  —  Au; 
donc 

A'«  -iz  U2  —  2«,  +  W. 

A^iti  doit  être  composé  avec  Wg,  «a,  Wj,  comme  A^u  avec 
ï/2j  "i,  M.  On  a  donc 

et  en  retranchant  A^u  de  A^Ui , 

A^«  =  «3  —  3«2  +  3w,  —  M. 
On  trouvera  de  la  même  manière 

AUt  ziiz  Ui  —  ^Us  -+-  6u2  —  4  '^1  "+■  "5 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  les  coefficients  numériques 
qui  entrent  dans  l'expression  des  différences  A^ii,  A^z/, 
A*if,  sont  les  coefficients  des  puissances  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  du  binôme,  d'où  l'on  conclut,  en  géné- 
ralisant, 

/  «  (/7  il  , 

(1)  A"«  =:  Uf,  «tt„_,   H Un-2  —  .   .  .  Zt  «, 

^  1.2 

OU,  sous  une  forme  symbolique, 

A"u=(u  ~iY"\ 
égalité  qui  tiendra  lieu  de  la  précédente,  pourvu  qu'après 


CINQUANTE- SEPTIÈME    LEÇON.  25t» 

avoir  développé  le  second  membre  par  la  formule  du  bi- 
nôme, on  remplace  a*^,  zz%  w',.  .  .  ,  par  //,  ïfj,  z/o , .  .  •  . 
Pour  démontrer  la  généralité  de  cette  loi ,  posons 

(2)       ù>"u  =  II.,  —  A M/j_,  -;-  B tt„_2  —  C ««_3  -h .  .  .  =t  «. 

On  aura  également 

(  3  )      A"u^  =  if„^i  —  A  Un  -f-  B  «„_,  —  c  «„_.2  H- .  .  .  =b  z/, , 

et,  en  retranchant  A'*//  de  A"a< , 


A"-^'  «  =  II, 


w«  -f-  B  I  «„_.  —  C 
-I-  A  —  B 


Or,  si  I,  A,  B,  C,.  .  .  sont  les  coefficients  de  [x  -f-i)", 
on  sait  que  1,  i  +  A,  A-l-B,  B-f-C,...  seront  les 
coefficients  de  (x  -H  I)"+^  Donc,  si  la  formule  (i)  est  vraie 
pour  l'indice  /z,  elle  l'est  encore  pour  l'indice  n  -+-i,  ce 
qui  démontre  sa  généralité. 

730.  Autrement,  supposons  la  loi  démontrée  pour  l'in- 
dice n  et  posons 

on  aura 


D'où 


A'^-^-'M  =:\    K«^+,  —  \    Ktt^, 

et,  sous  une  forme  symbolique, 

A"+'w  =\  KuP{u  —  i). 
Il  résulte  de  là 


et,  par  conséquen 


A"+'tt  zrr  («  —  1)    >    Ktt/'  =  («  —  l)  («  —  !)("), 


A"+'m:^(m  —  l)(«+'). 
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EXPRESSION   DU  TERME  GENERAL  D  UNE  SUITEj  EN  FONCTION 
DU    PREMIER   TERME  ET  DE   SES  DIFFÉRENCES  SUCCESSIVES. 

731.  On  a,  par  définition, 

Us  z=z  a  -4-  Au, 

«j  =  «,  -I-  A/^i , 
à  u i  =Ji:  Ùl  a  -T-  A- II. 

En  ajoutant  ces  équations,  membre  à  membrCj  il  vient 

U2=z  u  -h  2.Au  -r-  A ' U. 

On  aurait  de  même 

A  «2  =  A  u  -4-  2  A*  u  H-  A^  « , 

d'où,  en  ajoutant  ces  deux  équations, 

^3  :=«-+-  3  A  u  -\-  3  A^  /£  -f-  A^  u , 

et  ainsi  de  suite.  On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la 

formule 

rf(n  —  i) 

(l)  1(^=111  -{-  nù^u  -i A'tt  H-,  .  .  H-  A"/:, 

^   '  1.2 

ou  à  la  formule  symbolique 

dont  l'exactitude  se  démontrerait  par  le  mode  de  raison- 
nement employé  (729  et  730). 

DIFFÉRENCES    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

732.  Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  rn,  et  que  m^,  «ai  "sj  •  •  '  ?  représentent 
les  valeurs  successives  que  prend  celte  fonction,  quand  on 
donne  à  x  une  suite  d'accroissements  égaux  représentés 
par  h.  Soit 

u  =  Aaf"  4-  Bx'"-'  -h  Caf'"-'^  + . .  .  -f-  Kx  -I-  L. 
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On  aura 


4-  C  r (x  H-  h)'"-^  —  x"'-^]  4-  ...  -h  K/i. 

En  développant  el  ordonnant  par  rapport  à  x,  on  aura 
un  résultat  de  la  forme 

A  //  =  m  A  /ix"'-'  -1-  B'.r^-^  H-  C  j;"'-^  -:-...  -4-  K'. 

Le  premier  terme  est  du  (m  —  ij'è""?  degré,  et  son  coeffi- 
cient se  forme  en  multipliant  le  coefficient  du  premier 
terme  de  u  par  Texposant  de  ce  terme  et  par  h. 

En  opérant  de  la  même  manière  sur  la  différence  pre- 
mière, il  en  résultera 

^^a  =  m(m  —  i)  kh^x'^-^  +  Vi" af"-^  -{-...  -I-  F; 
on  trouvera  de  même 

LHi  =  m  [m  —  i){m  —  i)kh^x"'-^ -i-  B'^jc'"-'  -+-...  +  W", 

et  ainsi  de  suite. 

Le  degré  de  chaque  différence  va  en  diminuant  d'une 

unité,  d'où  l'on  conclut  que  la  m'^'"^  sera  constante  et  se 

réduira  au  premier  terme,  dont  la  loi  est  connue.  On 

aura  donc 

A'"'  w  =  1 . 2 . 3 . . .  m  A  h"\ 

Ainsi,  les  différences  ni''"""'  (Tune  fonction  entière  du 
m'^'""  degré  sont  cons tantes ^  lorsque  la  ^variable  croît  par 
degrés  égaux.  Les  différences  suivantes  sont  donc  nulles. 

733.  Soit  u  =  œ"\  Alors 

A"'«  rzr  I  .2.3.  .  .m h"", 

U,z=:[x  -^  hY\       U^={x  -h  2hy', 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 

(  1  )       A" w  =  «„  —  ««,._,  -\ M„_2  -i- . . .  (729) , 

StLUM.  —  yi/i.,ll.  ,p. 
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on  aura,  si  n  =  m, 

,    ^       (  I  .  2 .  3  .  .  .  mh'" 

I       r={.x-\-  mh Y—  m [x  H-  [m  —  i)  h]'"  -4- . .  ,±x"\ 
Faisant  x  ==  o,  A  =  i , 
[  i ,1.3. . .m 

i       =m^  —  m  (m  —  i)-+  — — .  [m  —  a)'"- .  .  .q= /;/. 

Si  Ton  suppose  n^m,  on  a  A"a~o,  et  la  formule  (i), 
en  faisant  encore  x  =  o^  h  =  i^  donne 

(4)  o  =  n'^—n{n  — !)'"-{ : [n  —  2)"'  — 

734.  Soit 

u=ix(x  -\-  h)  [x  +  ih).  .  .[^  H-  [n  —  i)  h], 
on  aura 

(5)  Aw  =  [x  -^  /^)  {x  4-  2//^ .  .  .[x  4-  («  —  i)  //]  nh, 

(6)  A'w  =:  (.r  -f-  2^j .  .  .  [^  4-    rt  —  1)  h]  H  [n  —  i)  h\ 


La  loi  de  formation  est  évidente. 

DIFFÉRENCES    DE    QUELQUES    FONCTIONS    FRACTIONNAIRES, 
ou    TRANSCENDANTES. 

735.  En  supposant  toujours  que  la  variable  croît  par 
degrés  égaux,  on  a 


1°  u 


àu  = 


S'u 


X  [x  -{-  h)  [x  -h  2.à) .  .  .[x  -h  [n  —  i)/i 
—  nh 


X  (x  4-  h)  [x  -\-  1  h)  »  .  .  [x  -\-  nh) 
n(Tî-{-i)h^ 


X [x  +  h) .  .  .[x  -{-  nh)  [x  +  (n  4-  i)/^]' 
et  ainsi  de  suite. 
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Il  =  «^, 


et,  en  général, 


3°  u  r=sin  [ax  -4-  b), 

^ u  =z sin  (ax  -{-  a/i  -f-  b)  —  sin  (  «x  -f  b) 

A  sin  (ax  +  è)  =  2  sin  -  «A  cos  (  «x  H-  ^  - 

On  a  de  même 

A  cos  Çax  -^  b)  =  —  2,  sin  -  a/i  sin  iax  -{-  b 


a  h 


A-  sin  (ax  H-  è  )  =  2  sin  —  ah  A  cos  i  ax-h  b  -i )  -, 


ou,  à  cause  de  la  seconde  formule, 

A2sin{«^  -h  b)  =  —  4siii^  —  sin{ax  -h  b  -\-  ah), 
et  ainsi  de  suite. 

CALCUL    IJSVERSE    DES    DIFFÉRENCES. DÉFINITIONS 

ET    NOTATIONS. 

736.  Le  calcul  inverse  des  difféi'ences  a  pour  objet  de 
déterminer  une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence 
finie,  ou  lorsqu'on  a  une  relation  entre  cette  fonction, 
quelques-unes  de  ses  différences  et  la  variable  indépen- 
dante. Mais  nous  nous  bornerons  au  premier  cas 

Soitx  la  variable  indépendante  dont  l'accroissement 
A:r  est  supposé  constant  et  égal  à  h  5  soientF  (jr)  la  fonction 
inconnue  clf(x)  la  différence  donnée  :  on  doit  avoir 

^Y[x)=f(x),      ou      Y{x-\-h)-Y(x)^f(x), 
La  fonction  F  [x)  dont  la  différence  est/  [x]  se  repré- 
sente parN  /(x) ,  et  se  nomme  V intégrale  aux  différences 

'7- 
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finies  def[x).  D'après  ces  notations,  les  caractéristiques 

%  et  A  appliquées  à  la  même  fonction  se  détruisent,  et 

l'on  a 

A^/(x)  =f{x),         J  A/(x)  =/{a:) . 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  ob- 
tenu une  intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée, 
on  ajoute  à  cette  première  solution  une  constante  arbi- 
traire pour  former  l'intégrale  générale.  Dans  le  calcul  in- 
tégral aux  différences  finies,  ce  n'est  pas  une  constante 
arbitraire  qu'il  faut  ajouter  à  une  intégrale  particulière, 
mais  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  différence  est 
nulle.  Ainsi  ®  (x)  étant  une  fonction  dont  la  différence 
estf[x),  il  faudra  qu'on  ait 

F  (x)  =  cp  (a:)  -h  CT  [x]j 

^  [x)  devant  satisfaire  à  l'équation 

Act  (x)  Z=ZZJ  [x  -{-  h)   C7  [x)  Z=  G. 

La  valeur  de  lafonctîon  cy  [x)  est  complètement  arbitraire 
quand  x  varie  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la 
valeur  a  -H  h.  Pour  les  valeurs  de  x,  qui  ne  sont  pas  com- 
prises dans  cet  intervalle,  la  fonction  cj  [x)  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  reprendre  la  même  valeur 
quand  a:  augmente  de  h.  On  la  nomme,  pour  cette  raison, 
nuQ  fonction  périodique. 

Cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  courbe. 

Prenons    sur   l'axe    O^    des    intervalles   AA^,   A'A^^, 

Pil'A!"^,  .  .,  égaux  à  h-^  puis,  élevons  les  perpendiculaires 

Fiîj.  129.  égales  AB,  A'B',  k"W',..., 

Traçons    à     volonté    l'arc 

BMB^etsoitBB'B^'B'^.. 

une  ligne    composée   d'un 

nombre      indéfini      d'arcs 

égaux  à  BMB'.  L'ordonnée 

de  cette  courbe  aura  la  même  valeur  pour  des  valeurs 
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de  X  dont  la  différence  est?«^,  et  représentera  la  fonction 
cherchée. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en 
question,  si  l'on  prenait 

.     .  f   .       ITZ X  lT:.r:\ 

CT  (.r)  z=z  "V  (  sin  — — -,      cos  — - —  j  9 
Y  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

THÉORÈMES    SUR    LES    INTÉGRALES   AUX    DIFFÉRENCES   FINIES. 

738.  Dans  le  calcul  intégral,  1    /"(j:)  <^j:  représente  la 

J  a 

somme  des  valeurs  de  la  différentielle  f[oc)  dx  quand  x 
varie  de  a  à  ^.  L'intégrale  aux  différences  jouit  d'une 
propriété  analogue. 

Soit  F  (.r)  une  fonction  dont  la  différence  finie  esty(a:). 
On  a,  quel  que  soit  x^ 

AF(^)       ou      F(.r+//.)— F(.r)r=/(^). 

Appelons  x^^^x^.  .Ta,  ...  ,  x„  des  valeurs  de  .r  croissant 
par  intervalles  constants  et  égaux  à  h.  On  aura 

F(.rO-F(-^o)=/(^o), 


F(.r,0-F(.r,_,)=/(.r„_,), 
d'où 

(l)         F  (.r„)  -  F  (.r„)  =r:/(^o)  -f-/(^0  +  •  •  •  +-/(.^«-i), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Notons  encore,  comme  exemple  de  l'analogie  des  deux 
calculs,  les  formules 

(3)  \  «w  —  rt^  «, 

conséquences  évidentes  des  formules  (i)  et  (3)  du  n°  728. 
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f 
IIVTÉGRATIOJN    DE   QUELQUES    FONCTIONS. 

739.   On  a  trouvé  (735,  2«) 

Art^r=:«^(âl^'  — l), 

d'où,  en  désignant  par  C  une  fonction  périodique  (737), 


2«'  =  ;?^+c- 


Si  Ton  donne  à  x  les  valeurs  o,  i ,  2, .  .  .  ,  Ji  —  i,  on  a 
A  i=r  I,  et  en  appliquant  la  formule  (i) du  n^  738,  on  aura 


a' 

IH-  fl  -h  «2  _^  .  .  .  _|_  ^«-1  — 


a  —  I         a  —  I  n  —  i 

formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique. 

740.  On  a  trouvé  (735,  3^^) 

A  sin  (ax  -h  b)  -.—  7.  sin  —  ah  ces  {  ax  -' ^r-  b  )  : 

changeons  x  en  x ?  il  vient 

A  sin  iax \-  h\z=i  sin  —  ah  ces  [ax  -\~  b), 


sin  [  ax \-  o 


d'où 


\  cos{ax  -{-  b)=: ^ ^-  -h  C . 

2  sin  —  ah 
2 

En  faisant  x  =  o,  i,  2,...,  n  —  i,  on  aura 

cosb  -h  cos{a-\-b)-\-cos[2.a-\-b)-]-.  .  .-\-  cos[(/2  —  i)«+  ^j 
s\n^(^n  _  1  j  a  +  ^.J  -  sin  (^b  ~  ^  j 

.     I 
2sm-« 
2 
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c'est-à-dire 

cosb  +  cos  (rt  -f-  ^  )  4-  cos (2âr  -h  /5»  )  -h  .  .  .  -i-  cos[(  n--i)a  +  b] 

.    na        [n  —  i  \ 

sin  —  cos    a  -\-  o\ 

1         \    a /  ^ 

sin  —  a 
1 

On  trouvera  de  la  même  manière 

sinè-4-sin(^-hè)4-sin(2«  +  b)-^.  .  .-\-sm[[n  —  i)a  ^  b] 

sin 


na    ,     l  n  —  \  A 


.        I 

Sin  -  a 
1 


741.  En  intégrant  la  formule  (5)  du  n°  734,  et  rem- 
plaçant X  par  X  —  A,  et  n  par  w  -j-  i ,  on  a 

On  tire  de  la  seconde  formule  du  ri°  735  (i^),  en  y  chan- 
geant n  en  n  —  i , 

1  2jx  [x  -r-  h) .  .  .[.X  -^  {n  —  i)  h] 
(2)    \ 


C. 


\  {n—i)/i  ^{x+h)  (.T+2.h) . ,  .[x-h{n--2.]  h] 

En  changeant  x  en  m -{-h,  dans  la  formule  (i),  puis 
aisant  A  =  i,  on  aura 

i.2.3.../z  +  2.3.4...(/z-l-i)  +  3.4.5...(«  +  2)+... 
+  w  (/7î  -4-  i)  {m  -i-  2) .  .  .  (w  +  «  —  i) 


(3) 

n7(rn  -hi)(m  -h  9.).  .  .{m  -{-  n) 


Ici  la  constante  est  nulle  parce  que  le  premier  membre 
est  nul  pour  m  =  o. 
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Par  exemple,  si  w  =  3,  on  a 

1.2.34-2.3.4  -h  3.4.5  --h.  .  .-h  /72  (/7Z  +  l)  (WZ  -h  2) 

—  7-w(w  +  0  (w -h  2)  (/?z  H- 3). 

On  tirera,  de  même,  de  la  formule  (2) 

I  I  I 


I.2.../2       2.3...(/2 -f-i)  '       m(m-+-i)...(m-hn  —  i) 

=  _L_r î - 1 

V  n  —  I  |_  1 .2.3...(/2  —  1)        (m-{-i)...(m-\-n  —  i)J 

Par  exemple,  on  a  :  pour  72  =  3, 


4- 


.2.3        2.3.4        3.4-5  *  mirn -h  i)  [rn -i- 2 


I         I 


4        2  (m  4-1)  (//2 -i- 2)' 
pour  n=  If 

I  I  I 


1.2  2.3  /W  (  A72  -f-  1  )  m  -h  i 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  dernier  résultat,  car  le  premier 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 


3       4/       *    *       \"^        "^  '^ 


•-ij  +  l^-3J  +  l3-4r---+U-;;7TTl' 


et   la  somme  de  ces  termes    est   évidemment  égale   à 

I 
1 . 

/w  4-  I 
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CINQUANTE-HUITIÈME  LEÇON. 

SUITE  DU  CALCUL  INVERSE  DES  DIFFÉRENCES.  -  FORMULES 
D'INTERPOLATION. 

Intégration  des  fonctions  entières.  —  Évaluation  des  sommes  par  les 
intégrales  ordinaires,  et  des  intégrales  par  les  sommes.  —  Formule  de 
Newton.  —  Formule  de  Lagrange.  —  Approximation  des  quadratures. 


INTÉGRATION    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES. 

742.  L'intégrale  d'un  polynôme  du  m'^'""  degré 
f{.x)  —  \x"'  4-  Bo:'"-'  H-  C.r^-2  +  .  .  . , 
étant  un  polynôme  du  degré  /w  -H  i,  posons 

V  /(x)  —  A'x'''+'  -H  B'^'"  4-  Cr-"-'  -h  .  .  . , 

A',  B',  C, .  .  .  désignant  des  coefficients  inconnus. 
On  doil  avoir 

A'  [[x  H-  hy^'  —  a:'"+']  +  B'[(.r  -f-  A)'»—  .r'"]  H-  .  .  . 
=  kx'"-\-  B.r'"-'  -h  Qx^^-'-^- .  .  .  , 

ou  bien 

(,n-\-i)k!haf--\-  ri^ltii^A'A'-+-  B'/waIx— ' 

L  1.2.3  1.2  ^  ^J 

—  kx-"  -h  Bji'"-'  +  Ca;'"-^  -f- 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans 
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les  deux  membres,  on  aura 


m 


I  j  h  mil        1 

C  i^       mkh 

a=. ---bh , 

(  ///  —  \  )  h  2  12 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  \  .x"\  il  suffit  de  faire  A  =  i,  B  r=  o, 
C  =  o,.  .  . ,  et  l'on  a 

A'  '  P'—        '        c'—""^' 

A    z= ,  h ?  t.     5  •  •  •  !i 

[m-h  i)  à  2.  12 

d'où 

\  .^  ^=:  a:"'+^ x"'-\ •  mhx"^-^  —  .... 

^  [m-hi)h  2  12 

On  voit  que  le  premier  terme  est  égal  à  Fintégrale  de 
x"'dx  divisée  par  A,  et  que  le  coefficient  du  second  terme 

est  égal  a 

743.    On   peut   trouver  \  .x'",  et  plus  généralement 

f[x)^  par  la  série  de  Taylor.  On  a 

/(.r+/0-/(x) 

ou 

ce  développement  se  termine  de  lui-même  quand /"(a:) 
est  une  fonclion  entière  de  x. 

Si  l'on  intègre  les  deux  membres,  on  a 

et,  si  l'on  pose /'(a:)  =  x'"+% 

x^+'  =:{m-hi)  /i\  .x'"-h  [m  ■+-  i)m  -^  \  x'"-' 

1.2.3  ^ 
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Pour  déduire  de  là  ^  x"\  il  faut  faire  successivement 

m  =  o,  I,  2,  3, ...  ;  on  aura,  C  désignant  une  fonction 
périodique  ('737), 


.<f=j*C. 


2 


•r  zrr:  — H  C, 

bh       1  3  3o 


La  formule  générale  (738) 

/(■^o)  +/(-^^)  -f-.  •  .  -!-/(^„-.;  =  F(ar,)  -  F(xo) 

permet  de  déduire  de  l'intégrale  \  x"'   la   somme  des 

puissances  nf'""''  des  nombres  i,  3,  3,.  .  .,  w. 

Si  l'on  fait  /i  =  i,  et  qu'on  donne  à  x  les  valeurs  o,  i, 

2,  3,..-,  Az,  ce  qui  change  \  x'"  en    >  x"-l-  .z'",  on  aura 


7.  1  2 

3  2b  1.2.3 

424  4 

S4  =  - /2^ -h  -  «' +  -  72^  —  -— /2 

O  2  3  3o 


On  remarquera  que  la  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  est  le  carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 
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SOMMATION    DES    PILES    DE    BOULETS. 


744.  Considérons  d'abord  une  pile  à  base  triangulaire. 
Soit  n  le  nombre  des  boulets  contenus  sur  un  côté  de  la 
base,  la  base  contiendra  un  nombre  de  boulets  égal  à 

I  -h  2  -}-  3  -!-...  4-  /2  = ' 

•J. 

Pour  avoir  le  nombre  total  N  des  boulets,  il  faut  faire 
successivement  72  =  i,  2,  S,.--,  ce  qui  donnera  les  nom- 
bres de  boulets  contenus  dans  les  diverses  tranches  à 
partir  du  sommet.  Le  nombre  cliercbé  est  donc  égal  à 

T. 2        ?,.3    ,    3.4  ;?(«-+-i) 

'^  U.  '2  'J. 

OU,  d'après  la  formule  (3)  du  n°  741, 

(i)  N  =  ^(^-^-0(^  +  ^0. 

Si  la  base  de  la  pile  est  un  carré  dont  chaque  côté  ren- 
ferme n  boulets,  le  nombre  des  boulets  de  cette  tranche 
sera  n^.  La  somme  de  toutes  les  tranches  sera  donc 

I  H- 2^ -h  32  H- .  .  . -h  /22, 

et  l'on  aura  (743) 

(2)  ^^.(/^  +  iH2._+i)^ 

Soit  enfin  une  pile  rectangulaire.  Appelons  n  le  nom- 
bre des  boulets  contenus  dans  le  petit  côté  de  la  base,  et 
a  -f-  I  le  nombre  des  boulets  qui  forment  la  rangée  supé- 
rieure de  la  pile.  Par  l'une  des  extrémités  de  cette  rangée, 
concevons  un  plan  parallèle  au  plan  du  triangle  équi- 
latéral  qui  aboutit  à  l'autre  extrémité.  La  pile  se  trouve 
alors  partagée  en  une  pile  à  base  carrée  et  un  prisme 
dont  l'arête  la  plus  élevée  contient  a  boulets.  Donc,  si 
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l'on  nomme  N  le  nombre  des  boulets  de  la  pile,  on  aura 

6  2 

ou 

(  3 ,  N  =  "'"  +  "  [î!^tl_±|l« +.«  )  j ., 

or,  a -h  lest  le  nombre  des  boulets  de  l'arête  supérieure, 
et  n  ~\-  aie  nombre  des  boulets  d'un  côté  de  la  base  : 
donc  le  nombre  des  boulets  d\me  pile  rectangulaire  est 
égal  au  nombre  des  boulets  contenus  dans  Vune  des 
faces  triangulaires,  multiplié  par  le  tiers  de  la  somme 
des  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  côtés  paral- 
lèles de  la  pile» 

Il  existe  une   analogie  évidente  entre  la  formule  (3) 
et  celle  qui  donne  le  volume  d'un  prisme  tronqué. 

ÉVALUATION    DES    SOMMES    PAR  LES    INTÉGRALES  ORDINAIRES, 
ET    DES    INTÉGRALES    PAR    LES    SOMMES. 

745.  Soit 

d¥(x 


¥{x)=z   ff(x)dx       ou       f[a:)  — 


dx 


On  a,  par  la  formule  deTayloF; 

F(x  +  /,)-F(x)=//(x)+  iL/'(x)+  --J^/"M  +. . . . 

Donnant  à  x  les  valeurs  a?o,  Xi,  Xa,  .  .  •  ,  Xa-\  et  dési- 
gnant Xn  par  X,  il  en  résultera  : 

1.2  1.2.0 

F(x,)  -F(x,)=//(x,)  +  ~  /'M  +  T^/'l*-.)  +  ■  •  ; 

"  ' ....J 

F(X)-F(.r»_,) 
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et,  en  ajoutant,  membre  à  membre, 

(  F  (X)  -F  (xj  =/i[f{x,)  -|-/(^.)  +  ...  +/(x«_.)] 


(^)i 


//2 


-!-_[/'(.;„)  +/'(.r.)  H-.  .  .-f-/'(^«_.)] 


Posons 

/'(x„)+/'(^.)+---+/(-^«-.}  =  S/'(.r), 

Comme  F(X)  —  F  (Xq)  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
définie  def[x)  dx,  prise  entre  les  limites  Xo  et  X,  l'é- 
galité (i)  pourra  s'écrire 

(1)    f    f{x)  dx  =  h  SAx)  H-  -^  S/'(.r)  +  -^  Sr{x)  -1-  .  .  . 

Jx^  I.^  1.2.0 

Remplaçanty(x)  successivement  par/'^  (x),y^''(x).... 
dans  l'égalité  (2),  on  aura 

r  (X)  -/''(^.)  =  A  Sf"{.T)  +  -^  S/-(^)  4-  .  .  . 


Multipliant  les  égalités  (2)  et  (3)  pan,  Ah,  Bh^,  C  '^S-,., 
et  ajoutant,  il  vient 

/     /-x 

j^    /(.r)./^+A/.[/(X}-/(^o)]+B/.H/'(X)-  /Vt}] 
""   +CA3[/''(X)-r(^o  )]+... 
^^j   !        :=./,S/(a:)  ^-/^^S/'(^}(^^  +  a) 
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Le  second  membre  de  celle  égalilé  se  réduit  à  hSj\x)^ 
si  l'on  pose 


-^  4-A  =  o, 

1.2 

5  H h  B  =  o, 

1.2.3            1.2 

I                   A               B          ^ 

1.2.3.4           1.2.3            1.2 

d'où  l'on  lire 

A-=— -,        B:=— 5        C  =  0,        Dr= L.,        ]7_o 

2                        12                                                        -^20 

•  •  y 

de  là  résulte 

(''!)      !  -^-■^/'[/'(x}-/'(^.)J 

formule  qui  sert  à  représenter  une  somme  au  moyen 
d'une  intégrale  définie. 

746.  L'équation  (5),  résolue  par  rapport  à  I     f[x)dx^ 

fora  dépendre  la  détermination  d'une  intégrale  ordinaire 
de  celle  d'une  intégrale  aux  différences  finies.  En  rem- 
plaçant S/(x)  par/(a:-o)  H-/(^i)  -4-/(x2)  4-  .  .  .  ,  on 
aura 

1    f  /(^)  da:  =  h  f-^^  -+  /(^.)  +/(x,)  H-  ...  -4-  ^^H 
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Le  premier  terme  du  second  membre  représente  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j  =f(^x),  et 
déterminés  par  des  ordonnées  équidistantes.  Quant  au 
premier  membre,  il  représente  Faire  de  cette  courbe. 

747.  Les  coefficients  A,  B,  C,.  .  .  étant  indépendants 
def{x),  on  peut  les  déterminer  au  moyen  d'une  fonction 
particulière.  Si  l'on  prend 

ou  aura 


f[x)dx=:é^  —  e-^", 


S/(x)  rzze^o-|-e*o+/'  _|__  .  _f_  e^o  +  (n-i)h 


puisque  X  =  a:o  H-  nh.  Si  l'on  porte  les  valeurs  précé- 
dentes dans  l'équation  (4),  le  facteur  e^ — e^«  se  trou- 
vera commun  aux  deux  membres,  et,  en  le  supprimant, 
on  aura 

(7)  -^-^=:i-:-A/z-f-B/2^  +  C/i3-}- 

Il  suffit  donc  de  développer  -^ suivant  les  puissances 

de  A,  ce  qui  se  fera  par  la  formule  de  Maclaurin. 

On  sait  déjà  que  A  =:= ^  l'égalité  (7)  revient  donc  à 

la  suivante, 

h  h       //f^/'-f-i) 

e''  —  i         2        2  (c'*  —  i) 

OU  bien 

h         _h 

h  e^  -[-e      ^ 


iH-  B/j2-f-  G/i^+D/i* 


Le  second  membre  ne  change  pas  quand  h  est  remplacé 
par  —  h.  Donc  le  premier  membre  ne  doit  renfermer  que 
des  puissances  paires  de  A,  et  Ton  a 

Cz=0,       E=::0, 
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FORMULES      D  INTERPOLATION.    FORMULE     DE     NEWTON. 

748.  L'interpolation  a  pour  objet  de  trouver  une 
fonction  d'une  variable,  connaissant  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  correspondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs 
données  de  la  variable.  Ce  problème  est  indéterminé 
tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée, 
car  il  revient  à  faire  passer  une  courbe  par  des  points 
donnés,  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières, 
tant  que  la  courbe  n'est  pas  définie.  Le  problème  de  l'in- 
terpolation devient  déterminé  quand  la  forme  de  la  fonc- 
tion est  donnée  et  qu'elle  renferme  autant  de  paramètres 
distincts  qu'il  y  a  de  valeurs  données  de  la  fonction.  Par 
exemple,  si  l'on  se  donne  «  -f- 1  valeurs  d'une  fonction 
entière  du  degré  /z,  correspondant  a.  n  -\- i  valeurs  de  la 
variable,  on  aura  tz  4-  i  équations  pour  déterminer  les 
n  -I-  I  coefficients  inconnus. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  les  valeurs  de  la 
variable  sont  en  progression  arithmétique. 

Soient  donc 

n-{-  i  valeurs  d'une  variable,  et  h  leur  différence  con- 
stante. En  choisissant  convenablement  l'origine  des  x, 
on  pourra  faire  en  sorte  que 

Xu  =  O,       Xi=:  /l,      a-2  =  2  ^  ,  .  .  .  ,       .rn  =  /i/i. 

Soient 

«0,        «.,         «2,  •  .   .   ,         Un 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  u^  que  nous 
supposerons  entière  et  du  ii'^'""  degré.  A  l'aide  de  ces  va- 
leurs on  pourra  former  les  différences  successives  AtZg, 
A^/o,  A^wo, ,  A^wo.  Mais  on  a  (731  ) 

/;?  (  /;/  —  I  ) 

.   it,.^  =  «„  -4-  m^Uo  4 A2«o  -f- 

I  .2 

Stuivm.  — ^/i.,  II.  l8 
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Ce  développement  de  «,„  s'arrête  de  lui-même  au  terme 
qui  contient  A'"Wo,  parce  que  les  coefficients  des  termes 
suivants  sont  nuls.  Ainsi,  on  peut  le  prolonger  indéfi- 
niment. En  supposant  m  moindre  que  w,  ou  au  plus  égal 
à  w,  on  peut  écrire 

!mim  —  \) 
I  .2 
7n(rn  —  i]  {m  —  i).  .  Jm  —  n-\-i) 
4-  — ^ -^ ^ ^ A«w„. 
y^                                                          ï  .2..à.  .  .n 

X 

Remplaçons  w  par  -•>  et  posons 

(a)     ^ 

i  xlx         \         Ix  \       à"u„ 

Le  polynôme  u  se  réduit  évidemment  à  i/,,^  pour  x  ==  mh  ; 
par  conséquent,  il  prend  les  valeurs 

lorsque  x  est  égal  à 

G,     h,     2A, .  . .  ,     nh, 

et  comme  ce  polynôme  est  du  ^'^'"^  degré,  il  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

La  formule  (2)  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Newton. 

FORMULE    DE    LAGRAKGE. 

749.   Supposons  maintenant  que  les  valeurs  données 
de  :r, 

«^0?        "^Ij        ■'^2)  •  •  '  1        "^n> 

soient  quelconques.  Posons 

(i)  M  =  A  +  Bx  +  C^-H-..  .H-Go?". 

On  a,  pour  déterminer  les  aï  H-  i  coefficients  A,  B, . .  . ,  G, 
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les  /2  -4-  I  conditions 


«0  =  A  +  Bxo  -f-  C^^  + ,  .  .  +  G 


0  ' 


\  if,  r=  A  4-  B^,  -^  C.r J  +  .  .  .  -{-  Gx'l , 
(2)  V  «2  =  A  +  Bar^-i-Gx^' +..  .  +  Gx«, 

'  «„  =  A  -+-  B x„  +  Cx^  + . . .  -f  G.r;^. 

D'après  les  formules  relatives  aux  équations  du  pre- 
mier degré,  les  expressions  des  inconnues  A,  B,  C,...,  G. 
contiendront  Uq,  Wj  ,  .  .  .  ,  u^  au  premier  degré.  En  rem- 
plaçant A,  B,  G; ...  5  G,  par  leurs  valeurs  dans  la  fonction 
z/,  et  réunissant  tous  les  termes  qui  renferment  Wo ?«!?•••? 
w„,  on  aura  donc 

U=  Putto-H  Pi«i  -+-^2^2-^'  '     -1-Pn««, 

Po,  Pi,  Pa, .  .  . ,  P„,  étant  des  fonctions  de  a;  et  de  Xq,  ^Tj, 
X'a, .  .  .  ,  Xn'  Si  l'on  fait  x  =  Xq^  dans  la  formule  précé- 
dente, on  doit  trouver  u  =zUo^  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

Po  =  1  ,       P,  =  O,       P2  =:  G  ,  .  .  .  ,       P„  =  O,    pour   X  z=  Xo, 

car  les  quantités  Uq,  u^^u^y .  . . ,  m„,  n'ont  aucune  dépen- 
dance entre  elles.  De  même,  on  aura 

Po=:0,       P,  =  1,       P,=:0,...,        P„  =  0,    pour   a:  =  X„ 

et  ainsi  de  suite. 

La  fonction  Pq  devra  donc  être  nulle  pour  x  =  Xi^ 
X  =^  Xi ,  .  . ,  y  X  =.  Xr.,  et  comme  elle  est  du  n'^'""  degré, 
on  peut  écrire 

Po  =:  K  (x  —  Xi){x  —  a:,)...{x  —  x,,), 

K  étant  un  coefficient  numérique.  Mais  Po  doit  être  égal 
a  l'unité  pour  x  =  Xq^  donc 

d'où  résulte 

{x  —xi](x—x^)...{x  —  x„  ) 


P«==: 


(^Q  —Xi){Xo—X,)...{Xo--  x„) 

18. 
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On  trouvera  de  même 

__  (.r  —  Xç,)  [x  —  X2).  ,  .{x  —  x„) 
p   —  (-^  --  ^0)  (-^  —  -^i)  (.y  —  -a^s)  •  •  •  (-r  —  .r„) 

[x,  —  0:0  )  ['^2  —  -^1  )  (-^2  —  J^3  )  .   •  •  (-a^-i  —  ^n)  ' 

et  ainsi  de  suite.  En  portant  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion de  u,  on  aura  la  formule  d'interpolation  due  à 
Lagrange, 

{x  —  .r,)  (.r  —  x^).  .  .(.r  —  .r„) 


~  (x,—  x,}{x,—  x,).. 
(x  —  Xo)  {x  —  .r,). 

(x,-.ro)(.r,~x,). 

..{x^  —  x,,) 

(.r  —  .r„)  (.r   —  .r,)  . 

..(.r  -.r„_,) 

Il  n'existe  pas  d'autre  fonction  du  n"""^  degré  remplis- 
sant les  conditions  énoncées,  car  si  Ton  avait  encore 

if  —  A'  H-  B'x  -h  .  .  .  4-GV, 
il  faudrait  que  la  différence 

A  —  A'  +  (B  —  B')  .r  +■.  . .  -h  (G  —  G').^:" 

devînt  nulle  pour  les  ii  -f- 1  valeurs  .Tq,  Xi,  x^,  .  .  .  ^  x„, 
ce  qui  est  impossible,  car  une  équation  du  /z'"'""'  degré 
ne  peut  admettre  plus  de  n  racines. 

750.  La  formule  de  Lagrange  peut  se  déduire  de  la 
décomposition,  en  fractions  simples,  d'une  fraction  algé- 
brique rationnelle  ?  dans  laquelle  le  degré  de  o  (x) 

est  moindre  que  celui  dej'(x),  et  dont  le  dénominateur  a 
toutes  ses  racines  inégales. 
Posons 

(p  [x)  —-.  w,     /{x)  =  [x  —  xo]  [x  —  Xi).  .  .[x  —  X,,]  : 
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on  a  (I,  331)  : 

Mais  cp  (xo)  =  Wo  et 

Donc,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (4) 
par/'(a:),  on  trouvera  que  <p  (x)  est  la  somme  de  plu- 
sieurs termes  de  la  forme 

(.r  —  .r,)  [x  —  .rjl  .  .  .  f.r  -^  x„) 


Un. 


FORMULES    d'approximation    POUR    LES    QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS,    CUBATXJRES. 

751.  L'évaluation  des  aires,  des  longueurs,  des  vo- 
lumes se  ramène,  en  dernière  analyse,  à  la  détermination 
d'une  ou  de  plusieurs  intégrales  définies  relatives  à  une 
seule  variable.  Mais  il  est  souvent  impossible  d'effectuer 
l'intégration  indiquée,  et  il  faut  recourir  à  des  formules 
d'approximation. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'intégrale 


X 


X 

f[x)     dVZ=zSy 


ou  l'aire  de  la  courbe j  =f[x) . 

La  formule  d'Euler  (746)  offre  un  premier  moyen  d'ob- 
tenir une  valeur  approchée  de  cette  intégrale.  On  peut 
aussi,  à  l'aide  des  formules  d'interpolation,  remplacer 
f{x)  par  une  fonction  entière  du  n''""^  degré  que  l'on 
intégrera,  ce  qui  revient  à  remplacer  la  courbe  j^=/^(x) 
par  une  parabole  du  n'^""  degré  qui  a  tz  -h  i  points  com- 
muns avec  elle.  On  peut  encore  prendre  une  suite  de  para- 
boles du  second  degré,  et  remplacer  les  parties  corres- 
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pondantes  de  l'aire  cherchée  par  celles  de  ces  paraboles. 
C'est  cette  dernière  méthode  que  nous  allons  développer. 
Partageons  l'intervalle  X  —  Xq  en  un  nombre  pair  n 
de  parties  égales.  Par  les  trois  points  de  la  courbe, 
{xq.Jo),  (Xi -}-/z,/i),  (xo-h  2.h^j^),  faisons  passer  une 
parabole  du  second  degré  dont  l'axe  soit  parallèle  à  Taxe 
des  /,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on  sait.  Dési- 
gnons par  z  l'abscisse  comptée  à  partir  du  pied  delà  pre- 
mière ordonnée.  L'équation  de  la  parabole  sera 

et  nous  aurons 

jo  =  A,       j,  — A-4-BA-I-CA2,       j=^  =  A-4-2B/i-{-4CA2; 
et  ensuite, 

,2h 


r  ydz=  ^  [sa  -h  3B^  -4-  4CâA 

(A  +  4A+4B/^^-4CÂ2^-A^-2BA^- 4c/i2); 


0 

h 


par  conséquent, 

ydz—-  (/o +  4/1 +72)- 

On  opérera  de  la  même  manière  sur  les  autres  parties 
de  Taire,  et  l'on  aura  une  valeur  approchée  de  cette  aire 
en  faisant  la  somme  de  ces  parties,  savoir  : 

3  (jo  +  4/'  +/2)  +  3  (r^  H-  4^3  +  J4) 
+  3  {j4  +  4j5  +  /e)  + . . .  +  ^  (/«-2  +  4j«-.  +  j«)  » 


ce  qui  revient  à 

Cette  formule  est  due  à  Thomas  Simpson. 


S=:^[j„-l-7„H-2(j,+j4  +  ...-i-J«--î)  +  4(j«-^J3  +  ...H-J«-.)]. 
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CALCUL  DES  VARIATIONS. 
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VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 

But  du  calcul  des  variations. —  Définitions  et  notations.  —  Théorèmes  sur 
la  permutation  des  signes  d  et  S,     |    et  0 .  —  Variations  d'une  intégrale 

définie    /  Ydr.  —  Cas  où  V  ne  dépend  pas  des  limites.  —  Cas  où  V 
contient  deux  fonctions  de  x.  —  Cas  où  V  dépend  des  limites. 


BUT  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

752.  Dans  les  questions  ordinaires  de  maximum  el  de 
minimum,  on  donne  la  forme  d'une  fonction  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  et  l'on  cherche  les  valeurs  parti- 
culières qu'il  faut  attribuer  à  ces  variables  pour  que  la 
valeur  de  la  fonction  diminue  ou  augmente  lorsqu'on  mo- 
difie très-peu  ces  variables.  Dans  le  calcul  des  variations^ 
on  considère  une  intégrale  définie 

qui  renferme  sous  le  signe  /  une  variable  x,  une  fonc- 
tion inconnue  j  de  cette  variable,  et  quelques-unes  de 
ses  dérivées,  et  il  faut  trouver  pour  j-  une  fonction  {[x) 
telle,  que  cette  intégrale  ait  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  petite  que  si  l'on  remplaçait  f(a:)  par  une  fonction 
d'une  forme  tant  soit  peu  différente.  On  voit  en  quoi  les 
nouvelles  questions  se  distinguent  des  questions  ordi- 
naires. Ce  n'est  pas  une  ou  plusieurs  valeurs  particulières 
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qu'il  faut  déterminer,  mais  la  forme  d'une  certaine  fonc- 
tion inconnue,  ou  la  valeur  de  y  en  fonction  de  x. 

753.  Plusieurs  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une  intégrale 
définie.  En  voici  un  exemple:  Étant  donnés  deux  points 
G  et  D,  trousser  une  courbe  plane  GMD  telle,  que  la  sur- 
face de  réi^olutioTi  engendrée  par  le  mouvement  de  cette 
courbe  en  tournant  autour  d'uji  axe  Ox  situé  dans  son 
plan,  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

Soit  S  la  surface  :  en  posant 
OA  =  Xq,  OB  =  Xi,  on  aura 
(I,  442) 


Fig. 

3o. 

y 

n,        Tt 

M.,,—. . 

( 

1 

A 

'     ^i 

\              X 

^  z=z  iTt  \      y  —  dx, 
dx 


Il  faut  donc  trouver  une  fonc- 
tion dea:,y  =  f(.r),  telle,  que  l'intégrale  précédente  ait 
une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  celles 
qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme 
de  la  fonction  f  (a:). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles 
questions  diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les 
questions  ordinaires  de  maximum  et  de  minimum.  On 
suppose  connue  la  fonction  cherchée  :  on  la  fait  varier 
infiniment  peu,  et  l'on  exprime  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale augmente  si  cette  intégrale  doit  être  un  minimum, 
ou  diminue  si  elle  doit  être  un  maximum.  Mais  poiir 
arriver  à  ce  résultat  il  faut  trouver  les  accroissements  ou 
variations  de/  et  des  quantités  qui  en  dépendent,  quand 
on  change  la  fonction  de  x  qui  exprime  j^. 

DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS. 

755.  Soient 

l'équation  d'une  courbe  GMD,  et 

y^i{x] 


[ 

D' 

^'^^' 

C'x 

^-- — 

D 

^ 

-'^ 

M 

-c 

" 

P 

j; 
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l'équation  d'une  autre  courbe  C'ND'  qu  on  obtiendrait 
en  faisant  varier  extrêmement  peu  la  fonction  f  (x) .  Si  l'on 
appelle  oy  l'accroissement  de  l'ordonnée  MP  quand  on 
Fig.  i3i.  passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 

scisse restant  la  même,  on  aura 


§X  —  NP  —  MP, 
ou 

§y  =  §{x)~î[x). 

Cette  différence  dj  est  ce  qu'on 
nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

On  voit  par  là  que  la  différentielle  est  l'accroissement 
de  Fordonnée  quand  on  passe  du  point  M  à  un  point  infi- 
niment voisin  sur  la  même  courbe,  tandis  que  la  variation 
est  l'accroissement  de  cette  même  ordonnée  quand  on  passe 
du  point  M  à  un  point  infiniment  voisin  sur  une  courbe 
infiniment  peu  différente  de  la  courbe  donnée. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en 
regardanlj^  comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre 
arbitraire  t.  Soit 

et  supposons  que  (p  (jr,  t)  devienne  f  (x)  pour  une  cer- 
taine valeur  de  ï,  et  que  pour  une  valeur  peu  différente, 
t-\-^t^  cette  fonction  devienne  §[x).  En  appelant  3j) 
l'accroissement  infiniment  petit  de  j^,  lorsque  t  reçoit 
raccroissement  ^f,  on  aura 

•^  dt 

Si,  au  contraire,  t  reste  constant,  on  a 

•^         djc 

Ainsi  (3y  et  dj  sont  les  différentielles  d'une  même 
quantité;  mais  ^y  est  la  différentielle  de  y  considérée 
comme  fonction  de  f,  x  restant  la  même;  tandis  que  dj 
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est  la  différentielle  dey  considérée  comme  fonction  de  x, 

t  ne  changeant  pas. 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois, 
X  ety^  quand  on  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe 
infiniment  voisine.  On  représente  alors  par  âx  et  par  By 
les  accroissements,  d'ailleurs  arbitraires,  de  ces  deux 
variables.  On  peut,  sans  établir  de  liaison  entre  ces  ac- 
croissements, regarder  x  et  y  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante  m,  et  d'un  certain  paramètre  t  :  soit 

On  supposera  que  pour  une  valeur  particulière  de  t, 
par  exemple  t  =  o,  y  devienne  une  certaine  fonction 
de  X,  f  (x)  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque 
de  u^f[u).  On  aura  donc 

En  faisant  ensuite  varier  t  d'une  manière  continue,  à 
partir  de  o,  la  forme  de  la  fonction  de  x,  représentée 
par  j-,  changera  insensiblement. 

Pour  avoir  les  variations  de  x  et  de  y,  on  multipliera 
par  àt  les  dérivées  de  ^(m,  t)  et  de  ^(m,  t)  par  rapport 
à  f,  et  l'on  aura 

S)/''  ^-=©-^ 

au  lieu  que,  si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait 
varier  w,  on  aurait 

d.x  :=.  —  du,      dy  :=: du, 

du  du 

758.  Lorsque  x  et  y  prennent  les  accroissements  §x 
et  ây,  toute  fonction  U,  qui  dépend  de  x,  dej^,  et  d'une 
ou  de  plusieurs  dérivées  dey  par  rapport  à  x,  prend  un 
accroissement  correspondant  AU.  On  appelle  variation 
de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend  que  des  premières 
puissances  des  variations  ôx  et  ^y. 
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Or,  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  a 
dx  dy 

On  aura  donc 

<ÎU  =  -— -  ^^  H-  -—  ^y. 
d.x  dy 

Si  l'on  considère  x  et  j^  comme  des  fonctions  d'une  va- 
riable indépendante  u  et  d'un  paramètre  f ,  on  aura 

dt 
— -  désignant  la  dérivée  par  rapport  à  i^,  de  U  considérée 


dt 


ci^-L 


dv         dcc 
comme  fonction  de  j:,  r,  — -?  — - — ,  •  •  ^ ,  et  ces  dernières 

^  '  d.x       d.r. 
quantités  comme  fonctions  de  t. 

759.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U 
la  variation  de  ^U  :  on  la  désigne  par  d^U.  La  variation 
de  cette  dernière  est  appelée  variation  troisième  de  U  et 
se  désigne  par  (J^U,  et  ainsi  de  suite. 

THÉORÈMES    SUR    LA    PERMUTATION    DES    SIGNES 
ci   ^T    Ô .     /ET    ^. 


^V' 


760.  La  variation  de  la  différentielle  d"*  une  fonction 
de  X  est  égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

En  effet,  on  a  (758) 

,dJ5  d\] 

d—  ~r 

§d\]  =  —^  du§t,      dSV  =  -— ^  duSt, 
dt  du 

Donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer 
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761.  On  conclut  de  là 

puisque 

§.d'V  =  dcLdV  =  d.Sd\]  =  J.dJVy 

el  généralement 

§'"d"V=--d'^§'-\]. 

762.  On  peut  aussi  mteivertir  Vordre  des  signes  0 


etf. 


En  effet,  soit 

Yd.r-, 

soient  Uq  et  z/j  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  m 
qui  correspondent  aux  limites  or^  et  Xi  :  on  aura 


Vdx=  /       V 


d.x 

——  du. 
du 


Supposons  maintenant  que  t  se  change  en  t-{-dt  :  i 
viendra 


'P 


cîU  =^S  l      V  --  du, 


Puisque  les  limites  ï/^  et  u^  sont  indépendantes  de  la 
variable  t  à  laquelle  se  rapportent  les  différentialions 
indiquées  par  la  caractéristique  c^.  on  peut  différentier 

signe   I  )  ce  qui  donne 


sous  le 


^U=r  /'"'aYv  — W/« 


-£i^ 


du 


mais  u  ne  variant  pas  avec  f,  on  a 

\      du j  du 

et  si  l'on   opère  l'intégration  par  rapport  à  .r,   il  en 
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résultera 

ou  bien 

Vdv=  I      d{Ydx), 

ce  qu'il  fallait  démontrer 

VARIATION  d'une  intégrale  DÉFINIE. CAS  OU  LA  FONCTION 

SOUS   LE    SIGNE    /    NE   DÉPEND    PAS   DES   LIMITES- 

763.  Proposons-nous  de  trouver  la  variation  de  l'in- 
tégrale définie 


H. 


Ydx, 


où  Y  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  de  j  et  d'un 
ocrlain  nombre  de  dérivées  de  j  prises  par  rapport  à  x. 
Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  nombre  de  ces 
dérivées  se  réduise  à  deux  :  soit 

dy 


7  '^    / 

dj  dx 


rt.r  dx 

D'après  le  théorème  démontré  (762),  on  a  d'abord 

Mais 

^.Ydx  =  ^Y .dx  ^y,^dx~^Y .dx-^Y.d^x. 

Or,  on  a  en  général 

jyd§x=zY§x—  ÇsxdY. 
Donc,  si  (V^x)o  et  (VJo:),  désignent  les  valeurs  de  \âx 
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qui  correspondent  k  x  =  Xq  et  k  x  =  Xi,  et  si  l'on  pose 

pour  abréger, 


on  aura 

<x. 


(2)  j      \d§x=:{Y§a:)l~  f    'SxdY. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'ëquation  (i)  qui  revient  à 

SU=r    \sYeix-\-Yciex), 

il  en  résultera 

(3)  eV  —  {YSx)l-i-j      \§Yda:—ea:dY). 

Par  cette  première  transformation,  la  fonction  V  n'entre 
plus  sous  le  signe  /  que  par  sa  variation  et  par 


764.  Posons  maintenant 

^V  dY         ^        dV         ^        dY 

^^^  dx  dy  dp  ^         dq 

on  a 

^V  =  Mc?x  -f-  N Jj  +  Pr//p  4-  Qc?^, 

BY  ■=:  U§x  -f-  N^j  -4-  Pd>  +  Q^^. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)   et  remplaçant 
dr     dp     dq  .,       . 

im^[YBx)\ 

On  voit  que  la  fonction  V  n  entre  plus  sous  le  signe  d'in- 
tégration. 
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765.  Pour  simplifier  encore  cette  expression,  posons 

(6)  w  :=  (5"/ — pSXf 

0)  représentant  la  différence  des  ordonnées  qui  corres- 
pondent, dans  les  deux  courbes  (755) ,  à  l'abscisse  x~h  âx: 
on  aura 

doi  =  d§y  —  pd§x  —  dp§Xy 

OU 

d(ù  z=z  Sdj-  —  pdSx  —  dp§.x. 

Mais,  à  cause  de  dj  =  pdx,  on  a 

§d/  =  p§d.x  -+-  Bpdx  =:pddx  -j-  Spdx, 
donc 

t/w  =  ôpdx  —  dpdx, 
d'où 

d  (i) 

(7)  d^-^^P-^S^- 
On  trouvera  de  la  même  manière 

(8)  -—--z=zSn  —  r§x. 
L'équation  (5)  prend  donc  la  forme 

(9)    ^^'■vrfx=(v*x);+J'*(K«  +  pJ  +  Q^)rf.. 

766.  On  peut  encore  simplifier  le  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  et  faire  sortir  du  signe  i   les 

dérivées  de  la  fonction  arbitraire  co.  On  a,  en  intégrant 
par  parties, 

I  P  --—  dx  =zV(Ai  —   I  w  -7-  dx, 
J       dx  J      dx 

De  même,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 
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Subslituant  ces  valeurs  dans  Féquation  (9),  il  vient 

j,X-v..=[«..(p-g)...g 

(10) 


r(» 


dP      d'q\     ^ 

dx-  dx^   ' 


dP     d^Q 
formule  dans  laquelle  -y-»  -— -  sont  les  dérivées  de  P  et 

de  Q,  par  rapport  à  x,  en  considérant  J",  p^  q  comme 
liées  à  X,  au  moyen  de  l'équation  inconnue  j^  ==^  ^[x]. 
En  posant,  pour  abréger, 


(I.)  r  = 


[v,..(p^g).-.,g. 


dp        d'Q 
la  formule  (10)  pourra  s'écrire  plus  simplement 


ou  bien 


(I)  d  jydx  =  T-\-         \K§f~Kpex)d.T, 


puisque  w  =  âj  —  pdx. 


767.  On  peut  mettre  F  sous  une  autre  forme  en  rem- 

dM 
lue 


plaçant  o)  et  —  par  les  valeurs 


w  =z  §y  — pSx, 

'£="-'"- 

Il  vient  alors 

'-\b-{'-":S)"-^^y^-{^-'ëy--^^<- 
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CAS    OU   LA   FONCTION  V   rvENFEïlME  DEUX   FONCTIONS  DE  X. 

768.   S'il  entrait  dans  V  une  autre  fonction  z  conte- 
nant X  et  quelques-unes  des  dérivées  de  z,  on  obtiendrait 


cèdent.  Soit 

dy     fP  y         dz     d^  z 


Je  ' 
'      \dx  par  un  calcul  analogue  au  pré- 

it 

/  dr    fl^r        dz 


te'  du:' 


on  aura 


en  posant 

dz          ,        d'z 

^V_^,        dW  _            dY 
dz  -'^  '      '//"     '      ^7'~ 

=  Q'. 

o>'—dz  ~p'à,r, 

rte           dx^ 

Quant  à  la  partie  désignée  par  F',  on  l'obtiendrait  en 
ajoutant  à  F  les  termes  qui  résultent  du  changement  des 
quantités  P,  Q,  /7, . . . ,  en  P',  Q',  p', . . . ,  dans  l'expres- 
sion (il)  du  n*^  766. 

CAS     ou     LA     FONCTION     V     DÉPEND     DES     LIMITES 
DE    l'intégration. 

769.  Revenons  au  cas  où  la  fonction  V  ne  contient 
qu'une  seule  fonction  de  x,  mais  supposons  maintenant 
qu'elle  dépende  des  limites  Xq  et  Xx  de  l'intégration.  11 
faut  alors  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes 

Sturm.  —  An.,  II.  IQ 
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qui  proviennent  de  la  variation  de  ces  limites,  savoir  : 

I        [-7-  àxo-h  -—df,-]-  -—  âpo-\-  -j-dço]  dx 
Jx^     \«-2^o  «Jo  dpo  aq,         j 


r(s- 


4-  -T-  àrx  4-  -7-  <î/?i  +  -7-  àqx  1  dx. 
dq,     '  ) 


dY  ^  dV 

dfx  dp  y 


Mais  comme  ^Xq  ,  dy^ , .  .  . ,  àx^^  ^JTu  •  •  •  sont  des  con- 
stantes dans  l'intégration  relative  à  of,  on  peut  écrire 
sous  la  forme  suivante  : 

^■^0  -7-  d'^  +  ^/o  -—  ^.r  H-  .  .  .  4-  ^^1   /        -j-dx... 

Jx,     '^^0  Jx,     ^/o  Jr^     dx, 

les   termes   qu'il   faudrait   ajouter  à    F.   Les    intégrales 
\      —  dx .     \       — dXy .  .  .,  ne  contiennent  plus  rien 

Jx,     ^-^0  Jx,      ^(To 

qui  dépende  des  variations. 

On   compléterait  de  la  même  manière  la  valeur  de 

y  dx^  si  V  contenait  deux  fonctions,  y,  z,  avec  les 

x^ 

dérivées  de  ces  fonctions,  et  leurs  valeurs  aux  limites. 
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SOIXANTIÈME  LEÇON. 

SUITE  DE  LA  VARIATION  D'UNE  INTÉGRALE  DÉFINIE. 
APPLICATIONS. 

Autre  moyen  d'obtenir  la  variation  d'une  intégrale  définie.  —  Maximum 
et  minimum  d'une  intégrale  définie.  —  Conditions  relatives  aux  limites. 
—  Cas  où  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points,  —  d'un  point  à  une  courbe,  —  entre  deux 
courbes. 


AUTRE    MOYEN    d'0BTEN£T\    LA    VARlATtON    d'uNE    INTÉGRALE 
DÉFINIE. 

770.  Les  calculs  par  lesquels  nous  venons  d'évaluer 
la  variation  d'une  intégrale  définie  peuvent  être  modifiés 
dans  les  applications. 

On  a^  précédemment  (762),  obtenu  la  formule 


■^0  *^^0 


Après  avoir  remplacé  dans  V,  qui  est  une  fonction  de  x^j^ 

d~ 

p  et  (7,  ces  deux  dernières  quantités  par  —,  — ^j   on 

^  ^        dx       dx 

prendra  la  variation  de  y dx  en  considérant  x,  y^  dx^ 

dy 
dj^  d  ~~  comme  des  fonctions  du  paramètre  t.  Le  résultat 

contiendra,  sous  forme  linéaire,  les  variations  Jx,  ^/, 

et  ^dx^  àdy^.  .  . ,  ou  les  différentielles  dàx^  d^j^ 

Comme  on  doit  ensuite  intégrer  par  rapport  à  x,  on  fera 

sortir  du  signe  i  ,  au  moyen  de  l'intégration  par  par- 
ties, les  différentielles  des  variations  i^x,  ^j,  de  sorte 
qu'il  ne  restera  sous  le  signe,  que  ces  variations  multi- 
pliées par  des  quantités  qui  en  sont  indépendantes.  Le 

19- 
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résultat  sera  de  la  forme 

II  et  K  étant  des  fonctions  connues  de  x,  j  et  des  déri- 
vées de  y^  mais  ne  contenant  pas  les  variations  de  ces 
variables.  En  comparant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a 
trouvé  plus  haut  (766) 


(i) 


on  en  conclura  que  F  et  K  doivent  être  les  mêmes  dans 
les  deux  expressions,  et  qu'on  a  identiquement 

H  =  —  K/A 

771.  Le  calcul  qui  a  donné  l'équation  (I)  n'a  servi  qu'à 
mettre  en  évidence  cette  relation.  Dans  les  applications, 
on  suivra  la  marche  qui  nous  a  conduit  à  la  relation  (II), 
sans  passer  par  l'intermédiaire  de  la  quantité  auxiliaire  o), 
et  sans  recourir  aux  formules  générales  (766). 

Si  l'on  ne  faisait  varier  que  y^  on  aurait  ^x  ::=  o  et 


J  x^  J  x^ 


clx 


Y'  se  déduisant  de  F,  par  la  suppression  des  termes  qui 
renferment  (^x©  et  àx^- 

Si  Ton  faisait  varier  x  seulement,  on  aurait 

Jx^  Jx^ 

—  r"—  f  ^Kpdxdx, 

Joe, 

T"  représentant  ce  que  devient  F  quand  on  y  fait  dj^^^o^ 
0>,  =  o. 

772.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  au  cas  où  il 
entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  àe  x  avec 
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les  dérivées  p'  et  q'  de  z.  On  arriverait  à  une  équation 
telle  que 

Mais  la  marche  suivie  pour  trouver  la  relation  (II)  don- 
nerait encore 

et  ces  valeurs  doivent  être  identiques.  Il  faut  donc  que 
l'on  ait 

îl  =  -{Kp-hK'/). 


MAXIMUM    ET    MINIMUM    D  UNE    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

773.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  va- 
leur dejr  en  fonction  de  x  qui  rendra  l'intégrale 


•^1 

Ydx 


un  maximum  ou  un  minimum.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  U  doive  être  un  minimum,  et  soit  y  =f[x) 
la  fonction  cherchée.  Il  faut  qu'en  donnant  à  :c  et  à  j^  des 
accroissements  arbitraires  et  infiniment  petits  âx  et  àj, 

Paccroissement  correspondant  de    l'intégrale     /      Y dx 

soit  constamment  positif,  quels  que  soient  les  valeurs  et 
les  signes  de  §x  et  de  dy.  Or,  l'accroissement  de  cette 
intégrale  se  compose  de  deux  parties.  Si  l'on  pose 

AUr=i^U-f-p, 

la  première  partie  JU  renferme  les  variations  §x,  dj^ 
^p,  dq  au  premier  degré,  et  sous  forme  linéaire  j  la  se- 
conde partie  contient  les  puissances  de  ces  variations  su- 
périeures à  la  première  et  leurs  produits.  Quand  dU  n'est 
pas  nulle,  le  rapport  de  p  à.  â\J  a  pour  limite  o.  Donc,  si 
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l'on  suppose  âoc  et  ây  infiniment  petites,  le  signe  de  AU 
sera  le  même  que  celui  de  JU.  Il  faut  donc,  pour  que  U 
ait  une  valeur  minimum,  que  l'on  ait  ^U  =  o;  car  au- 
trement, en  changeant  les  signes  des  variations  âx  et  ây 
sans  changer  leurs  valeurs  absolues,  le  signe  de  oU,  et 
par  conséquent  celui  de  AU,  serait  changé,  et  U  ne  serait 
pas  un  minimum.  Ainsi 

^U=ro 

est  la  condition  du  minimum  5  c'est  aussi  celle  du  maxi- 
mum, caria  différence  AU  doit  aussi,  dans  ce  cas,  avoir 
toujours  le  même  signe,  ce  qui  ne  pourrait  être  si  la 
variation  de  U  était  différente  de  o. 

La  condition  âJJ  =  o  n'est  pas  suffisante  pour  qu'il  y 
ait  maximum  ou  minimum.  En  effet,  d'après  la  série  de 
Taylor,  on  a 

AU  =  <ÎU  -{-  —  ^2U  H ^  d'U -}-.,., 

1.2  I  .2.0 

si  â\]  est  nulle,  le  signe  de  AU  dépendra  de  celui  de  ^^U 
pour  de  petites  valeurs  de  âx  et  de  ^y.  Par  conséquent, 
si  d^U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  âx 
et  ây  changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant 
infiniment  petites,  U  sera  un  minimum.  Si,  au  con- 
traire, ^^U  reste  négative,  quels  que  soient  âx  et  ây, 
U  sera  un  maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni 
un  minimum  si  â^\]  peut  changer  de  signe.  Mais  on  est 
souvent  dispensé  de  cet  examen  par  la  nature  de  la  ques- 
tion qui  indique  clairement  l'existence  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum. 

774.  L'équation  oU  =  o  revient  à 

il)  ^~^  f     ï^w^-^^o  (766). 

Je  dis  que  cette  équation  entraîne  les  deux  suivantes 
(2)  r  —  o,      KnzO. 
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Et  d'abord  la  fonction  K  doit  être  nulle.  En  effet,  sup- 
posons qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  On  peut,  pour  chaque  va- 
leur de  X  comprise  entre  Xq  et  Xi,  clianger  à  volonté  les 
valeurs  de  âx  et  de  dy^  qui  sont  arbitraires,  et  conséquem- 
ment  celle  de  w  ou  âj  — p^x,  en  supposant  constantes 
les  valeurs  de  àx^,  âj^^  âp^^  âxi^  (Jji,  âpi,  qui  sont 
relatives  aux  limites  Xq  et  Xi.  Mais  le  terme  F,  qui  ne 
contient  que  les  variations  relatives  aux  limites,  resterait 

constant,  tandis  que  l'intégrale  /      Ka)<^x,  contenant  la 

fonction  arbitraire  co,  ne  pourrait  pas  toujours  conserver 
la  même  valeur  quelle  que  fût  cette  fonction  w,  et  par 
conséquent  l'équation  (i)  ne  pourrait  pas  être  toujours 
satisfaite  si  K  n'était  pas  zéro. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante. Comme  co  est  une  fonction  arbitraire,  en  la  choi- 
sissant de  manière  qu'elle  ait  le  même  signe  que  K  pour 
chaque  valeur  de  x,  si  la  quantité  finie  F  est  positive  ou 
nulle  5  ou  qu'elle  soit  de  signe  contraire  à  K,  si  F  est 

négative,  la  somme  F-l~  /      Kdidx  serait  positive  dans 

le  premier  cas,  négative  dans  le  second,  au  lieu  d'être 
nulle.  11  faut  donc  qu'on  ait  R  =  o,  d'où  résulte  aussi 
F=o. 

CONDITIONS    RELATIVES    AUX    LIMITES. 

775.  Lorsque  V  ne  contient  que  x,  y,  p  et  q,  l'équa- 
tion K  =  o  5  ou 

-,  .  ^'0  .         d'9       d'y 

est  du  quatrième  ordre,  puisque  -— -  contient  ■—  ou  -j-^  • 

Il  faudra  intégrer  cette  équation,  et  l'on  aura  un  résultat 

de  la  forme 

^  =  f(;r,  C,  C,  C%C"'), 
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contenant  quatre  constantes  arbitraires.  Pour  les  déter- 
miner il  faut  avoir  égard  à  l'équation 
(2)  r  =  o, 

relative  aux  limites  de  l'intégration .  Mais  il  est  néces- 
saire de  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  l'on  donne  les  valeurs  de  x,  j-,  p,  q  aux  deux 
limites,  les  variations  de  ces  quantités  étant  nulles  à  ces 
limites,  l'équation  F  r=:  o  est  identiquement  satisfaite, 
et  si  l'on  représente  par  i'  [x^  C,  C,  C,  C'^^)  la  dérivée 
de  f  (a:,  C,  C,  C^  C/^%  on  aura 

y  (S  ^^=^  I  (-^oj  C,  L  ,  L  ,  Cl   ) , 

/..:::rf'(.r„C,  c,  C',C'"), 

c'est-à-dire  quatre  équations  qui  déterminent  les  quatre 
constantes  inconnues. 

2°  Si  l'une  des  six  quantités  Xo,  j^o?  V^->  ^^^  /i  ♦  P^ 
reste  arbitraire,  p-^  par  exemple,  l'équation  F  =  o  ne 
sera  pas  identiquement  satisfaite;  mais  il  faudra  égaler  à 
zéro  le  coefficient  de  ^px-,  et  l'on  aura  l'équation  Qi  =  o, 
qui,  avec  les  équations  (3),  déterminera  les  quatre  con- 
stantes et  la  valeur  de  px» 

3*^  Si  l'on  avait  entre  les  valeurs  de  a:,  j",  p^  relatives 
aux  limites,  une  équation 

(4)  ?(-^o,  JoW^o,  .«^1, /.,/?.)  =  0, 

on  différentierait  cette  équation  par  rapport  au  para- 
mètre t,  et  l'on  aurait 

d'S>   ^  do  ^  d'S>   ^  dd)   ^  do  .  do   ^ 

dxo  dfo  djOf,  dxi  dji  dpi 

En  portant  la  valeur  de  ^/^i,  tirée  de  cette  équation, 
dans  l'équation  F  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients 
de  dVo,  cJ/o5  ^/^0  5  ^Xx  et  ^j^.  On  aura  donc  cinq  équa- 
tions qui,  réunies  aux  équations  (3)  et  (4),  détermineront 
les  dix  inconnues  C,  C,  C^^,  C'^^,  Xq^  j^q,  p^^  x^-,  Ji,  fi- 
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Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  de- 
vrait opérer,  si  l'on  avait  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'équations  relatives  aux  limites. 

CAS   ou   LA   FONCTION   V    CONTIENT    DEUX    FONCTIONS    DE    X. 

776.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  V  con- 
tienne deux  fonctions  jy  et  z  de  la  variable  x.  On  aura 
alors  (768) 

(1)  ^    /        Ndx  r=r  r  -h    /        (K«  H-  K'w')  clv  ==  O. 

Celte  équation  équivaut  aux  suivantes 

(2)  r^o,      K=:o,      YJz=zO, 

En  effet,  co  et  w'  sont  deux  fonctions  de  x  arbitraires  et 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  F  ne  contient  que  les 
valeurs  des  variations  relatives  aux  limites  de  T'ntégrale^ 
donc,  si  K  et  K'  n'étaient  pas  nulles,  en  laissant  con- 
stantes les  valeurs  relatives  aux  limites,  on  aurait  F  =  o, 
tandis  qu'on  pourrait  faire  varier  w  et  co'  de  telle  sorte 

(Kw  -\-  R'cû')  dx  ne  fût  pas  égale  à  o. 

On  doit  donc  avoir 

Kz=:o,      IC=0, 

et  par  conséquent 

r=io. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  j^  et  z  en  fonc- 
tion de  X,  La  troisième  sert  à  déterminer  les  constantes 
introduites  par  l'intégration  des  deux  premières. 

777.  Nous  avons  supposé  quejy  et  z  étaient  des  fonc- 
tions indépendantes  l'une  de  l'autre.  S'il  existait  entre 
elles  une  relation 

Ji)  Y[x,y,z)^o, 

les  variations  ^y  et  ^z  ne  seraient  plus  indépendantes. 


298  COURS  d'analyse. 

On  doit  avoir,  dans  ce  cas, 

dF  ^  dF  ,  dF  , 

-— ^x  + -— d> -h —- ^2  =  o, 
dx  dj  dz 

équation  que  l'on  obtient  en  différentiant  l'équation  (i) 
par  rapport  à  t.  Remplaçons  à  y  et  àz  par  leurs  valeurs 

il  vient 


ou 


ou 


dF       dF  dF    A  ,  dF  dF    , 


enfin 


,    .  dF  dF    , 

car  on  trouve 

d^       dF_  dF, 

dx         dy  dz 


-t:P  +  ^p-''^ 


en  différentiant  l'équation  (i),  par  rapport  à  x. 
De  l'équation  (2)  on  déduit 

dF_ 

dz 
et,  par  conséquent, 

«5  r  \dx—T-+  I      j   K  — K' 

\  dz 

Pour  que  cette  variation  soit  nulle,  il  faut  qu'on  ait 
(3)  r  =  o, 

Les  équations  (i)  et  (4)  feront  connaître/  et  z  en  fonc- 


/ 


on  a 
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lion  de  x.  Quant  à  l'équation  T  =  o,  elle  servira  à  déter- 
miner les  constantes. 

778.  On  peut  aussi  éliminer  l'une  des  quantités  o),  w' 

au  moyen  d'un  facteur  indéterminé.  En  multipliant  par  ). 

l'équation 

JF  ^F    , 

— -  w  -f-  -—  w  x=:  O, 
dy  dz 

et  ajoutant  le  produit  à  la  fonction  qui  est  sous  le  signe 

dans  l'expression 

.£V.x=:rH-£*[(K^xf)« 

On  profite  de  l'indétermination  de  X  pour  faire  dispa- 

raitre  w',  en  posant 

^F 
(5)  K'4->--=:o; 

'    '  dz 

et  comme  w,  qui  reste  encore  sous  le  signe  / ,  est  tout  à 

fait  arbitraire,  il  faut  égaler  à  o  la  quantité  qui  la  mul- 
tiplie, ce  qui  donne 

^F 
(G)  ^  +  ^^  =  °- 

En  éliminant  1  entre  les  équations  (5)  et  (6),  on  obtient 
l'équation  déjà  trouvée 

dz  dy 

779.  Ce  qui  précède  montre  la  marche  à  suivre  dans 
le  cas  où  la  fonction  V  contient  un  nombre  quelconque 
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de  variables,  liées  entre  elles  par  des  équations  données, 
les  valeurs  des  variations  qui  se  rapportent  aux  limites 
de  l'intégration  devant  satisfaire  à  certaines  conditions 
déterminées.  Passons  maintenant  aux  exemples. 

LIGNE  LA  PLUS  COURTE  ENTRE  DEUX  POINTS  DANS  UN  PLAN. 

780.  On  demande  la  ligne  située  dans  un  plan,  pas- 
sant par  deux  points  A  et  B,  et  qui  soit  la  plus  courte 
quon  puisse  mener  entre  ces  deux  points. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  dans  ce  plan,  soient 
jTcJKo  lt3s  coordonnées  du  point  A  et  x^j^i  celles  du 
point  B.  Dans  cet  exemple  on  doit  avoir 


f 


\J  i -{-  p^  dx  =z  o 

et (774) 


mais  (764) 


K  —  N  —  —        ^'Q  _ 
dx  dx^ 


N=:o.        Pi=-=L=,      Q  =  o. 


Il  faut  donc  qu'on  ait 

il  s'ensuit 

=  const., 


Sjy-^p^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'où 

(2)  7=:C.r4-C', 

C  et  ÇJ  étant  deux  constantes.  D'ailleurs,  il  suffit  que 
l'équation  K  ^=  o  soit  satisfaite,  puisque,  les  valeurs  de  X 
et  àQ  y  relatives  aux  limites  étant  fixes,  les  variations 
^Xo,  ^/o5  «^«^n  ^J\  sont  nulles,  et,  par  suite,  on  a  iden- 
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liquement  F  =  o.  La  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne 
droite  j  les  constantes  C  et  C  se  détermineront  parles 
équations 


Fig.  i32 

«1 

y 

A 

m3, 

5' 
B 

\ 

0 

( 

I 

)         a: 

LIGNE   LA    PLUS   COURTE   D  UN    POINT    A   UNE    COURBE    PLANE. 

781.  Soient  A  et  BB'  le   point   et  la  courbe  donnés 
dans  le  plan  xoj  ;  et 

l'équation  de  la  courbe. 

Soit,  de  plus,  AB  la  ligne  la 
plus  courte  menée  du  point  A  à 
un  point  de  la  courbe  donnée. 
L'extrémité  A  de  la  ligne  AB  est  fixe;  l'autre  extrémité 
peut  varier  de  position  sur  la  courbe  BB'. 

En  conservant  les  notations  du  cas  précédent,  on  arrive 
encore  à  l'équation 
(2)  x=:C.T-{^C; 

la  ligne  cherchée  est  donc  une  ligne  droite. 

II  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  C  et  G'. 

Or,  on  a 

djCo  =  Oj     Sxo=  o,     Q  =  o , 

mais  les  variations  âxi  et  dji  ne  sont  assujetties  qu'à  la 
seule  condition  que  le  point  (x'i  -{- dxi,  ji -h  âji)  soit 
sur  la  courbe  donnée.  On  a  donc 


J.^^'l^.), 

d'où 

ef,=:-^'{x,)§a:r, 

et  comme 

^.r,  -1-  /?,  Sji  =  o , 

on  en  conclut 

i-i-p,i>'{-r^)=o. 

ou 

(3) 

H-Cf(^.)=zO, 

3o2 
puisque 
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P.  =  C. 

On  déterminera  ensuite  les  constantes  au  moyen  des 
équations 

jo  =  C^o  +  C,       I  H-  C-i^'{x,  )  ==  o, 

Il  résulte  de  Téquation  (3)  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite  normale  à 
cette  courbe. 


Fig.  i33. 

IL 


LIGNE    LA    PLUS    COURTE    ENTRE    DEUX    COURBES    PLANES. 

782.   Soient 

(1)  jr^o[x), 

(2)  y=^[x) 

les  équations  de  deux  courbes  siiuées  dans  le  même  plan. 
En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  trouve 

que  la  ligne  clierchée  est  encore 

une  ligne  droite, 

(3)  jr=Cx-hC'; 

mais  la  détermination  des  con- 
stantes ne  se  fait  plus  de  la  même 
manière.  Dans  ce  cas  (Jo:©,  ^y^i 
dxi.  àji  peuvent  varier  pourvu 
que  le  point  k'[To-{-§Xo^jo-{-^yo)  reste  sur  la  courbe  (i), 
et  le  point  B'  {xi  -i-  dx^^ji  -h  dy^)  sur  la  courbe  (2). 
Mais  l'équation  F  rr:  o  (767)  se  réduit  à 


y 

V^ 

B' 

A 

\ 
I 

^^N 

0 

C 

I 

) 

X 

Pi 


=  0, 


\/l-h/?i  sji 

qui  se  change,  comme  dans  le  cas  précédent,  en  celle-ci  : 

(4)  Bec,  [i  -I-  Cf  (x.)l  —  ^^o[l  -H  C^'(Xo)]  =0, 

à  cause  des  équations 
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Or,  les  variations  ^Xq  et  dx^  étant  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  l'équation  (4)  se  partage  en  deux, 

-f-Cf(.r.)r=:0, 


(5) 

^    ^  (  I  +C^'(xo)— o, 

qui,  réunies  aux  suivantes, 

déterminent  complètement  les  constantes  C  et  C,  et  les 
coordonnées  x^,  /q,  -^iîJTi  des  extrémités  de  la  droite 
minimum. 

Les  équations  (5)  font  voir  que  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  courbes  planes  est  une  normale  commune 
aux  deux  courbes  proposées. 

EXERCICES. 

1 .  Trouver  la  fonction  qui  rend  maximum  V expression 


Solution  :  / 

2.  Trouver  la  courbe   qui  rend  maximum  ou  minimum  Vex- 
pression 


Solution  :  En  coordonnées  polaires 

r''+'cos{n  +  2.)  (0-9J=:C. 
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SOIXANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

o 

SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précéden-s.  —  Ligne  la  plus 
courte  entre  deux  points  dans  l'espace.  —  Ligne  la  plus  courte  sur 
une  surface  donnée.  —  Surface  de  révolution  minimum. 


AUTRE  MANIÈRE  DE  RÉSOUDRE  LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS. 

783.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  opérer  directement  comme  il  a  été  expliqué  n"  770. 
Dans  les  trois  problèmes  qui  précèdent  on  doit  avoir 


(I)  ^^"V^- 


x^  -\~  dy'^  z=i  o  ; 


mais  en  posant  ds  =^  \Jdx^  -H  dj^ ,  on  a 

et  comme  Tintégration  par  parties  donne 

rd.x  ,^         dx  ^  A      clx 

I   —  d5.x  =  —  §x—  I  dxd 
J    ds  ds  J 

Téquation  (i)  prend  la  forme 

/    1  d.T  ^  dy  ^    \         (  d.T  ^       _    dy 

(2) 


ds 
dy 

as 


ds'''^t'^)r^is'''-^Ts'^ 


f>'-^ 


.,„fii=.. 


Mais  de  l'identité 

'dx\'-       /dy\' 
Ts)   '^X'ds 


on  tire 


d'où 
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dx      dx        dy      dy 

ds      ds         ds      ds  ' 


dx  dy      dy  dy 

ds  dx      ds  ds 


Donc,   pour  que  la  quantité  placée  sous  le  signe  d'in- 

dx 
dl 


dx 
tégration  soit  nulle,  il  suffit  que  l'on  ait  ^  —  ^=:::  o,   ou 


7    ^X                          O 

d  —  =  0.  supposons 

(3) 

,dx 

il  en  résulte 

I 

d'où 

-È^c. 

et 

(4)  j  =  cx-^a, 

équation  d'une  ligne  droite. 

784.  Déterminons  maintenant  les  constantes  d'après 
la  nature  du  problème  proposé. 

1°  Si  les  deux  points  (a.'o,j^o)î  (^a  Ji)  sont  donnés, 
les  variations  des  limites  i^Xo,  ^Ja^  ^Xi,  ^ji  sont  nulles, 
et  l'équation  F  =  o,  ou 

est   satisfaite   identiquement.    Les   constantes  se  déter- 
minent, alors,  par  les  équations 

y,  =  C.ro  -f  C,      y,  =  Cx,  H-  a. 

2°  Si  le  point  A  (xq,  /o)  est  fixe,  et  que  l'autre  point 
B(Xi,yi)  doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée, 

Stuum.  —  An. fil.  20 
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on  a 

et  Féquation  F  =  o  se  réduit  à 

dxi  §Xi  -h  dfi  dyi  ■=  o, 


d'où 


rt.r,  àXi 


donc  la  droite  (4)  est  normale  à  la  courbe  (5),  car 
j^  =7zi^i^Xi)  donne  dji  =  ^'[x^)  dxi,  et,  par  suite,  on  a 

Les  constantes  C,  G'  et  les  coordonnées  du  point  ex- 
trême B  sont  déterminées  par  les  équations 

jo  =r  Cro  -F-  G',        I  +  C^' (ar,  )  —  O  , 

3°  Enfin,  si  les  deux  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  données 

(6)  jr=cp(.r),        x=-^(x), 

on  aura 

ce  qui  donne 

^Jo  =^  f'{Xo)SXo. 

L'équation  F  =  o  se  réduit  alors  à 
et  se  partage  en  deux  équations  : 

parce  que  dxa  et  àxi  sont  des  quantités  indépendantes, 
et  arbitraires.  Ces  deux  équations  montrent  que  la  droite 
cherchée  est  normale  aux  courbes  données. 
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Les  constantes  C  et  C,  les  coordonnées  Xo,  jo5  "^i^  JKi 
des  extrémités  de  la  droite  minimum  sont  déterminées 
par  les  six  équations 

C^o-f-C,       Jo=cp(^o),       i-f-C/(j:o)  =0, 


Jo 


j.  =  Ca:.  H-C, 


Ji 


^(•^i) 


I4-Cf  (^,)  r=o 


LIGNE  LA  PLUS  COURTE  E3ÎTRE  DEUX  POINTS,  DANS  L  ESPACE. 

785.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  lignes 
Fig.  134.  considérées  étaient  situées  dans 

un  plan  donné.  Cherchons  main- 
tenant quelle  est,  dans  l'espace, 
la  ligne  la  plus  courte  unissant 
deux  points  A  et  B. 

Soient  Xq^Yo,  Zq  les  coordon- 
nées du  premier  point,  etXiyfi, 
Zi  celles  du  second.  La  longueur 
de  r  arc  AMB  sera  représentée  par 


PV-(i)'-(S)'- 


Nous  aurons  donc 


dSn 


d'où 


sydx  = 


dxdSx  +  dfd§x  -h  dzd8z 
_ 


et  par  conséquent,  en  intégrant  par  parties  : 

df 


1: 


(>) 


v..  =  ,5 


dx 
Ts 


ds 


^ï 


r 


ds  ds  ds  I 


Il  faut  maintenant  égaler  à  o  l'expression  placée  sous  le 

20. 
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signe  I  ,  et  comme  les  variations  dx,  ^  r,  àz  sont  indé- 
pendantes et  arbitraires,  on  aura 

(2  J— -  —  o,       d~=zO,       d~~=0, 

^    '  ds  ds  ds 

Mais,  ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes. 
En  effet,  de  l'identité 

dx^        dy^  dz^ 

ds^        ds^  ds^ 
on  tire 

dx     dx        dy      dy        dz      dz 

ds      ds         ds      ds         ds     ds  ' 

dx  dy 

donc   si   Ton  a   d-—=o,    d~-=o,   il    en    résultera 

ds  ds  ' 


4^= 

ds 

:  0. 

Des 

équations 

^^^       . 
^^=^' 

'^ds  =  °' 

on  tire 

!,  par  une 

première  intégration, 

dz 

ou,  ce 

qui  revient  au  même, 

rfr 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(3)  y=zcx-i-C,     z=:c'x-\-0, 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Pour  déterminer  les  constantes  c,  C,  c',  C,  il 
faut  distinguer  plusieurs  cas. 

1°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  variations 

^jCo,  ^J'ai  ^Zq,  dxi,  ^j-j,  dz^  sont  nulles,  et  l'équation 
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r  =  o  est  satisfaite.  Les  quatre  constantes  se  déterminent 
en  substituant  les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  les 
équations  de  la  droite. 

2°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  se  trouver 
sur  deux  courbes  IR,  LN,  ayant  pour  équations,  la  pre- 
mière : 

(4)  X=--?{^)^      z  =  ^(x), 
et  la  seconde  : 

(5)  r=:*(x),     z  — Y(x); 

l'équation  r  =  o,  formée  au  moyen  de  Téquation  (i), 
donnera 


(6) 


(cix  ^  dy  ^  clz  ^    \ 

dx  ^  dr  ^  dz  ^    \ 

ds  ds  ds        /n 


En  eflet,  appelons  ^Iq  et  àa^  les  deux  arcs  infiniment 
petits  AA'  et  BB',  situés  sur  les  courbes  données;  A'B' 
étant  une  courbe  quelconque  infiniment  voisine  de  la 
droite  AB,  on  pourra  mettre  F  sous  la  forme 


(7) 


^      I dx  Sx  dy  dy  dz  dz 

\  ds    §(7  ds    S(T  ds  Sff 

dx  §x  dy  §f  dz  Sz 

ds    Sa  ds    Sa  ds  Sa 


l(To 


Les  facteurs  placés  entre  parenthèses  ont  des  valeurs 
finies,  car  ils  représentent  les  cosinus  des  angles  que  la 
droite  AB  fait  avec  les  courbes  aux  points  A  et  B.  Comme, 
d'ailleurs,  ^Gq  et  ^Œi  sont  des  quantités  indépendantes 
l'une  de  l'autre,  on  voit  bien  que  l'équation  F  ==:  o  en- 
traîne les  suivantes  : 

dx  Sx        df  Sj        dz  Sz\  _ 
Ih   S^~^  d^  J^  ~^'dlS^),~~'^' 
dx  Sx       dy  S  y        dz  Sz\    __ 
ds    Sa         ds    Sa         ds  Sa  I  a 
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et  ces  équations,  quî  sont  au  fond  les  mêmes  que  les 
équations  (6),  expriment  que  la  droite  AB  est  normale 
aux  deux  courbes. 

A  cause  des  équations  (3) ,  on  a 

dy  dz 

dx  dx 

et,  puisque  les  extrémités  de  la  ligne  AB  doivent  rester 
sur  les  courbes  (4)  f^t  (5) ,  on  aura 

(ÎZo  -^^'[x^)^Xq, 

Les  équations  (6)  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme 

I  -\-c^\xC)-\-c'^'[x,)  z=0, 

I  4-C(p'(j7o)  +  6-'cl/(.ro)  =0, 

>t,  réunies  aux  huit  équations  suivantes, 

Z,  r=  c'^o  +  C,  Z,  =  c'Xy  H-  C, 

elles  forment  un  système  de  dix  équations  propre  à  dé- 
terminer les  quatre  constantes  et  les  six  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  droite. 

3°  Supposons  que  les  points  A  et  B  doivent  être  sur 
deux  surfaces  données.  On  pourra  encore  mettre  T  sous 
la  forme  (7),  en  appelant  ^ao  et  ^a^  deux  arcs  infiniment 
petits  A  A',  BB'.  situés  sur  les  deux  surfaces;  et  comme  les 
déplacements  des  points  A  et  B  sont  indépendants  l'un 
de  l'autre,  on  aura  encore 

fdx  §x  df  §y  dz  âz 
\ds  (îff  ds  Sa  ds  Sa 
/dx  Sx        dj'  Sy^        !^  if  \  _ 

\7h  s^  '^  ds  Sa  '^  Ts  I^y,  ~  ^' 
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La  première  équation  exprime  que  la  droite  AB  est  nor- 
male à  une  courbe  quelconque  située  sur  la  première 
surface  et  passant  par  le  point  A  :  donc  la  droite  AB  est 
normale  à  la  première  surface.  Cette  droite  est,  par  la 
même  raison,  normale  à  la  seconde  surface. 

Les  constantes  et  les  coordonnées  des  points  A  et  B  se 
détermineront  comme  dans  le  cas  précédent. 

LIGNE    LA    PLUS    COURTE    SUR    UNE    SURFACE   DONNÉE. 

787.  Soit 

(,)  F(x,r,z)=.o 

r équation  d'une  surface  courbe;  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  la  plus  courte  AMB  que  Von  puisse  tra- 
cer sur  cette  surface  entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 

Soient  Xo5  joi  ^o  les  coordonnées  du  point  A,  et  x,,  y^, 
Zj  celles  du  point  B. 

Toutes  les  courbes  que  l'on  doit  comparer  étant  sur 
la  surface  (i),  les  variations  des  coordonnées  doivent 
satisfaire  à  l'équation 

dV  ^  dF  ,         dF  ^ 

(2)  -7-0X  -^  -—-  ûr  -\ —  tfzr=o. 

ax  dj  dz 

L'une  des  conditions  du  minimum  est 

(3)  K  =  ^^^^-l-  ^r^^-f-  ^zd'^4^^' 

ds  ^       ds  ds 

Mais  de  l'équation  (2)  on  peut  tirer  la  valeur  de  ^2,  et 
la  porter  dans  l'équation  (3),  qui  devient 

^        \  /  dF 

ds        dF     ds  ^  \       dx        dF      ds 

m         J  \  Ih 

et  cette  équation,  à  cause  de  l'indépendance  des  variations 


3l2 

COURS 

d'analyse. 

^x  et  âj-,  revient  aux  deux  suivantes 

/ 

^F 

dx 

dx      dz 

1^^- 

■dF'ds=''^ 

(4) 

1 

dz 
dF 

4- 

ds 

dy      dz 
dV      ds 

dz 

ce  qui  fait,  avec  l'équation  de  la  surface,  trois  équations 
pour  déterminer  les  deux  fonctions  j^  et  z.  Mais  on  doit 
observer  que  l'une  des  équations  (4)  fist  une  conséquence 
de  l'autre  et  de  l'équation  (i).  En  effet,  on  tire  des  équa- 
tions (4) 


ds 

~d¥ 

d.x 


ds 
~d¥ 


4 

ds 

~dV 

d^ 


OU  bien,  en  désignant  par  dl  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports, 


J.r_rfF 
d—-  =  —-dly 
ds        d.x 

ds         dy 

dz        dF 
d-—  =  —-d\. 
ds         dz 


Ajoutons  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

dx     dy     dz 
pectivement  par  -r")  -j"»  -r  '-  nous  aurons 


(5) 


(dx     dx 
ds      ds 

\  -{ 


dy      dy 
-fd--f--i- 
ds      ds 


dz      dz 
ds      ds 


dF 
dx 


dx 


'Il 


dj 


dF      \d\ 
dz        /  ds 


Or,  le  premier  membre  est  nul,  puisqu'on  l'obtiendrai i 
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en  (lifTérenliant  réquation 

dx^        dy-"        d-J 


3i3 


Us' 


ds 


d\ 


Fig.  i35. 


le  coefficient  de  -— j  dans  le  second  membre,  est  aussi  nul 
ds  ' 

à  cause  de  l'équation  (i).  Donc  l'équation  (5)  est  une 
identité.  Par  conséquent,  l'une  des  équations  (i)  et  (4) 
est  une  conséquence  des  deux  autres.  Il  suffira  de  consi- 
dérer deux  de  ces  équations,  pour  que  la  ligne  cherchée 
soit  déterminée. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont 
nommées  lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  elles  jouis- 
sent de  cette  propriété  que  tous  leurs  plans  osculateurs 

sont  normaux  à  la  surface.  En 
effet >  soit  K  le  centre  de  cour- 
bure de  AMB  au  point  M.  La 
droite  MK  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

(6)       d — ,       d  —  -,       d—^ 
(ts  as  (/s 

D'un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface,  au  point  M, 
fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
portionnels à 

^       ^       ^F 
d.v        dy  dz 

Mais,  d'après  les  équations  (4),  ces  trois  dérivées  sont 
proportionnelles  aux  quantités  (6).  Donc  les  angles  for- 
més par  les  deux  droites  avec  les  axes  sont  égaux,  et  la 
normale  à  la  surface  a  même  direction  que  le  rayon  de 
courbure,  ou,  en  d'autres  termes,  le  plan  osculateur  en 
un  point  quelconque  M  d'une  ligne  géodésique  est  nor- 
mal à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  pro- 
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blême  précédent,  cl  l'on  verra  de  la  même  manière  que 
si  la  ligne  clierchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données 
sur  la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  Il  convient  d'observer  que  la  propriété  d'être  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quelconques  d'une 
surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  portion  d'une 
courbe.  Par  exemple,  sur  la  sphère,  le  plan  de  tout 
grand  cercle  (qui  est  en  même  temps  son  plan  osculateur) 
est  normal  à  la  surface.  Mais  la  propriété  du  minimum 
appartient  seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres 
qu'une  demi-ciroonférence. 

SURFACE    DE    RÉVOLUTION    MINIMUM. 

790.  Etant  donnés  y  dans  le  même  plan,  deux  points  A 
et  B,  et  une  droite  CD,  îroui^er  une  courhe  AMB,  située 
dans  ce  plan,  et  qui^  en  tournant  autour  de  CD_,  engendre 
une  surface  de  révolution  dont  V aire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe 
des  j^  une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soient  Xq^  Jo 
les  coordonnées  du  point  A,  et  x^,  j^  celles  du  point  B. 
La  surface  engendrée  par  AMB  étant  représentée  par 

2  71  /  fds^  la  question  proposée  revient  à  chercher  le 
minimum  de    /     J  ds.  Or,  on  a 

f*^i  p^l  p^l 

§  j      fdsz=l       By(lsr=:z  j       §fds-{-f§ds', 

Jx^  Jx^  Jx^ 


mais 
d'où 
donc 


ds^  ■=.  dx^  -h  dy  % 
ds^ds  =  dxddx  H-  df§df  =  dxdèx  -\-  dydBy, 
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et,  en  intégrant  par  parties, 


f 


ds  -^  ds    -"  L       Y  es  ^  ds 


£ 


''^^[r^)-^^id(j±]-eycis. 


11  faut  égaler  à  zéro  la  quantité  placée  sous  le  signe    ( 
dans  le  second  membre,  ce  qui  donne 


(0  .(.J 


(2) 


--41)=- 


Mais  la  seconde  équation  est  une  conséquence  de  la  pre- 
mière. En  effet,  on  a  identiquement 

car  cette  équation  revient  à 

d.v     (    dx\  dy  ,         dy    ^  rdr 

ds      y  ds  j  ds  ds        ds  * 

ou 

d^r  i^''''  ^^^'\        ^  ,  (dx     dx        dy     dy\ 

conséquence  des  équations 

dx""        dy^  _ 

d.v     dx        dy     dy 

-rd-r-\-~d-^=o. 

ds      ds         ds      ds 
Il  suffit  donc  de  considérer  Téquation  (i),  qui  donne 

dx 

d'où 


•^^  =  ^^ 
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et,  en  résolvant  par  rapport  à  dx, 

cdy 


L'intégrale  de  cette  équation  est 


a: 

—  c' 

= 

d'où 

l'on  tire 

(3) 

y  = 

c 
1 

/    X—  c'  .r  —  f  '  \ 


équation  d'une  chaînette  (574,  2°). 

Les  constantes  c  et  c'  se  déterminent  comme  dans 
l'exemple  précédent.  Si  Ton  fait  passer  l'axe  des  j^  par  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  a  c'  =  o,  et 


(oc 


Si  les  points  A  et  B,  au  lieu  d'être  fixes,  devaient  se 
trouver  sur  deux  courbes  données,  on  obtiendrait  encore 
une  chaînette  normale  à  ces  deux  courbes. 

EXERCICES. 

1.  Plus  courte  distance  de  deux  points  sur  la  surface  d'un  cy- 
lindre. 

Solution  :  Courbe  faisant  avec  les  génératrices  un  angle  constant. 

2.  Par  nu  les  courbes  planes  qui,  passant  par  deux  points  fixes  y 
tournent  autour  du  même  axe  situé  dans  le  même  plan  et  engen- 
drent une  surface  dont  Vaire  est  donnée,  trouver  celle  qui  donne 
lieu  au  volume  maximum. 

[f-b)dx 


Solution  :  dx 


sja'y-—  [j'—bf 
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SUITE  DES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

Brachislochrone.  —  Remarques  sur  l'équation  K=o.  —  Maximum   ou 
minimum  relatif.  —  Problèmes  sur  les  isopérimètres. 


BRACHISTOCHROKE. 

791 .  Problème.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B, 
tromper  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point  pesant 
pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus 
court  possible.  Cette  courbe  s'appelle  brachislochrone^ 
ou  courbe  de  plus  vite  descente. 

Prenons  une  verticale  quelconque  pour  axe  des  x^  et 
deux  axes  rectangulaires  Oz  et 
Oy  dans  un  plan  horizontal 
quelconque.  Si  l'on  suppose  que 
le  mobile  soit  parti  du  point 
A  (^0,^0,  ^o)î  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  aura,  en  désignan  t  par  V 
sa  vitesse  au  point  M{x,y,  2^), 

(l)  V^=:2^(:r-.ro). 

Mais  s  étant  l'arc  parcouru,  et  t  le  temps  écoulé,  on  a 

valeur  qu'il  faut  prendre  positivement,  parce  que  l'arc 
augmente  continuellement  avec  le  temps.  Il  en  résulte 


Fig.  i36. 

c 

> 

/ 

/ 

y 

/ 

p 

E 

"B 

X 

=  \/2g{a:  —  a;,), 
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d'où 

sjig  ^x  —  x^ 

On  aura  donc,  en  nommant  T  le  temps  nécessaire  pour 
parcourir  l'arc  AB,  et  x^  l'abscisse  du  point  B, 


Il  faut  maintenant  chercher  la  variation  de  l'intégrale 

^1       ds 


Jr»^i      ds 
En  posant 


^=-J=, 


sjx  —  x^ 

on  aura 

§  Çxds=  jSXds-^'K.dds, 
Mais 


§X=:-~{x  —  Xo)    '{dx  —  Sxo); 


d'un  autre  côté, 


§ds.=  ~ddx-h^d§y  +  ^  dH, 
ds  ds  ds 


Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation 
(3)  §  jlLdsz=o, 


on  a 


^3^ 

.rj    ^ds 


Intégrant  par  parties,   et  faisant   sortir  du   signe  /  les 
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difTérentielles  des  variations,  on  a  définitivement 

I  -^  1 

H rj.v(.x  —-  Xo)     ^ds  \  =  O. 

Pour  que    la    quantité    placée    sous   le    signe  /dans  la 

seconde  intégrale  soit  nulle,  il  faut  égaler  à  o  les  coef- 
ficients des  variations  dx,  dy,  ^z,  ce  qui  donne 

(4)  L[a^-a:,)'hs-^d(x~^=0, 

(5)  ■  .(x|)  =  o,     .(xj).o. 

Les  deux  dernières  équations  sont  suffisantes;  car  on  a 
identiquement 

dx  ^l^d.v\        dy    J^dy\        dz      I      dz\ 

puisque 

c^.?;2  -4-  dy'  -f-  dz^ 

Mais 

I  d.T 


dX=-~ 

2 


{x Xo)^ 

On  aura  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  (5), 


dx      (      d.v\  I  dx 

dl'^V^dl)'^-^ ^' 


{x  —  x^Y 
c'est-à-dire  l'équation  (4). 
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On  tire  des  équations  (5) 


ds 

-c, 

ds 

ou 

(fi)           '     ''"- 

c, 

I           dz 

sjx  —  Xa  ^^ 

-r/: 

^    '              ^/^-r,ds 

d'où  l'on  déduit 

'If. 

dz 

G 

et 

(7)                                 X 

C 

~  C 

z-^O', 

792.  Cette  équa^ûon  montre  d'abord  que  tous  les  points 
de  la  courbe  sont  dans  un  même  plan  vertical. 

En  remplaçant  ds  par  <^dx^  -j-  dj^  et  C  par  — ^  pour 
l'homogénéité,  on  déduit  de  la  première  des  équations  (6) 


dy  r=  dx 


I      X  —  Xo 
V/  a  —  X  -\-  Xq 


Si  l'on  prend  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  xj^  et 
le  point  de  départ  A  pour  origine  des  coordonnées,  on  a 
Xq  ■=■  o,  et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  se  ré- 
duit à 


(8)  dr  = 


=  dx^  /■ 


La  cycloïde  représentée  par  cette  équation  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  A,  sa  base  est  horizontale,  et  le 
diamètre  de  son  cercle  générateur  est  égal  à  a. 
En  intégrant  l'équation  (8),  on  a 


T  n  —  o,  .r 

2 


y:=z  -  a  arc  ces y  < 


On  déterminera  la  constante  a,  c'est-à-dire  le  diamètre 
du  cercle  générateur,  en  exprimant  que  la  courbe  passe 
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par  le  point  B(a;i,j^i).  On  peut  aussi  obtenir  ce  diamètre 
par  la  construction  suivante.  Décrivons  une  cycloïde  quel- 
conque ayant  son  sommet  au 
point  A  et  pour  base  A/5  soit 
h  le  point  où  AB  rencontre  cette 
courbe.  A  cause  de  la  similitude 
des  deux  cycloïdes,  c  et  C  étant 
les  centres  des  circonférences  gé- 
nératrices qui  correspondent  aux 
deux  points  h  et  B,  les  triangles  ABC,  Khc  sont  sem- 
blables. Or,  les  points  ^,  B  et  c  étant  connus,  il  suffira 
pour  avoir  le  centre  C  de  mener  BC  parallèle  à  èc  jusqu'à 
la  rencontre  de  Ac  prolongé.  ■♦. 

Le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A 

au  point  B,  est  égal  à  —  -    /      —^  C^^^)?  ^"  prenant  To- 

rigine  des  coordonnées  au  point  A.  On  aura  donc,  d'après 
l'équation  de  la  courbe, 

_  I         r^^     \!ad.x  la  a  —  2.r,  ,      _._ 

T=-^3=z    /      '-4^:==z  =  \     — arccos !  (1,350). 

sllgJo     sjax  —  x^  y    ^S  ^ 

793.  Supposons  maintenant  que  les  deux  points  A  et  B, 
au  lieu  d'être  donnés,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF.  On  obtient  encore  une 
cycloïde  AMB,  située  dans  un  plan  vertical.  Pour  déter- 
miner les  points  A  et  B  qui  fixent  sa  position,  il  faut 
recourir  à  l'équation  générale  F  :=  o,  qui  est,  dans  ce 
cas  (791), 

Comme  les  déplacements  des  points  A  et  B  sur  les  deux 

Stlrm. — An.f  II.  21 
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courbes  sont  indépendants  l'un  de  l'autre,  on  a  d'abord 

cly  „  dz 


[-Î 


;r  -h  ~  dy 

as 


ds 


■■)]="■ 


Cette  équation  exprime  que  le  cosinus  de  l'angle  TBU  est 
Fig.  i38.  nul,   BT  et  BU  étant  les  tan- 

gentes  menées  par   le  point  B 
l     aux  deux  courbes  EF  et  AB  : 
donc  la  cycloïde  AMB  coupe  la 
courbe  EF  à  angle  droit. 

Il  faut  maintenant  égaler  à  o 
le  reste  du  premier  membre  de 
l'équation  F  =  o  ;  mais,  aupara- 
vant, on  peut  simplifier  cette  équation.  En  effet,  on  a, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  AMB  (791), 


Î4-^1 


dx 


=  0, 


OU 


d(x 


ds 


(X 


d'où  l'on  lire 


r 


ds 


X 


dx 

717 


<t) 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  F  =  o,  elle  se 
réduit  à 

Cette  équation  peut  être  rendue  symétrique  par  rap- 
port aux  variables.  On  a  trouvé  (791  ),  G  et  C  étant  deux 
constantes, 
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donc 

\        (/s  )    ~  \        ds  )  0^        \       ds )  i         \      dsjo 

L'équation  (2)  devient  alors 

et,  en  divisant  par  Xi,  facteur  commun, 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  tangente  à  la  cy- 
cloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée 
à  la  courbe  CD  parle  point  A. 

Les  constantes  et  les  inconnues  Xo, /o? -2^05  •^"i?^!,  ^1 
se  détermineront  comme  dans  les  exemples  précédents. 

REMARQUE    SUR    l'iWTÉGRATION    DE    l'ÉQUATION    K  =  O. 

794.  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  observations 
relatives  à  l'équation  différentielle 

I®  Supposons  que  N  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  j 
n'entre  pas  explicitement  dans  V.  L'équation  (i)  se  réduit 
alors  à 

~"d^  ~^  ~dx^  ~  ^' 
d'où  résulte 

(^)  -2=- 

Cette  équation  n'est  plus  que  du  troisième  ordre,  si  Vne 
contient  pas  de  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

2°  Si  M  =  o,  c'est-à-dire  si  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  V,  l'équation  R  =  o  se  réduira  encore  au  troi- 
sième ordre,  en  prenant  j  pour  variable  indépendante; 

21. 
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mais  on  peut  encore  la  réduire  au  troisième  ordre  de  la 

manière  suivante.  A  cause  de  M  =  o,  on  a  (764) 

dY  =  Nr/j  H-  p,/p  -f-  Qdq  ; 


d' 

ailleurs 

-S^ 

d^Q_ 
d.x' 

rO. 

El 

iminant 

N  entre  ces  équations,  on  aura 

d\z 

-+-  Vdp 

-h  Qdq 

—  pdP  +  Pdp  +( 

/^   dx^ 

d'Q\ 

)d.r; 

d'< 

QÙ 

(3)  V.^P,.Q|-,gH-., 

équation  du  troisième  ordre  seulement. 

3**  Si  l'on  avait,  à  la  fois,  M  =  o,  N  =  o,réquaiîon  (3) 
se  ramènerait  au  deuxième  ordre.  On  aurait  alors 

dP       d^q  _ 
dx  djc^  ' 

d'où 

^         dx-      ' 

et  l'équation  (3)  deviendrait 

(4)  \=zqq-{~c'p-\-C. 

Voici  un  problème  dans  lequel  ces  simplifications  se 
présentent. 

795.  Problème.  —  Trouver'  une  courbe  plane  AMB 
telle  y  que  V  aire  ACBD  comprise  entre  Parc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AQ  et  BD  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrêmes  A  et  B,  et  la  portion  de  déve- 
loppée CD  comprise  entre  les  centres  de  courbure  C  etD 
soit  un  minimum. 

Il  ne  peut  pas  y  avoir  de  maximum,  puisque  AB  deve- 
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liant  une  ligne  droite,  la  surface  correspondante  serait 
infinie.  En  prenant  une  courbe  peu  différente  de  cette 
droite,  on  aurait  donc  une  aire  aussi  grande  qu'on  vou- 
drait. 

Soient  MK  et  M'R'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
Fig-  139.  points  infiniment  voi- 

sins M  et  M'.  Le  trian- 
gle infiniment  petit 
MR'M'     est     égal     à 

-pds,   en    appelant  p 

le  rayon  de  courbure 
MK,  et  ds  l'arc  infini- 
ment petit  MM'.  On  en  conclut  aisément  que  la  surface 
en  question  a  pour  mesure 


[ 


2 


P^Y^ 


dx. 


Xq  et  Xi  étant  les  abscisses  des  points  extrêmes  A  et  B. 

Comme  la  fonction  V  ne  contient  explicitement  ni  x 
ni  j-,  nous  appliquerons  la  formule  (794) 


(0 

or, 

on  a  donc 

ou 


V=:Q7  -l-c>-f-c: 


Q-=- 


fi 


2ry^ 


H-  c'p  -f-  c, 


fl-f-/?'? 


z=zc/p-\-C. 


Comme  p  = 


P'V  .       .  .       , 
•)  cette  équation  revient  a 


c-p 


sji+p' 
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Soit  9  l'angle  MT^  que  fait  la  tangente  MT  au  point 
M  (oc,j)  avec  l'axe  Ox  :  on  a 

P  ^ 

tango  =/?,     sinQz=i  —  ■>      cosG  = 


Par  conséquent, 

p  z=.  c'sinô  -h  ccosQ. 

Soient  a  Gl  a  deux  nouvelles  constantes,  telles  que 

cr=  —  a«sina,     c'=:2«cosa, 
on  aura 


c  c' 

sina=  —  —  -;      cosa  =:  — = —     _  •, 

sic"  H-  c"  s/c'  -i-  c" 

on  a  ainsi 

(3)  p  =  2flsin(0 — a). 

Prenons  deux  nouveaux  axes  rectangulaires  Oo:' et  Oj', 
tels  quex'Oa:  =  a. 

Si  l'on  fait  Q  —  a  —  0',  on  aura 


p  z=z  ia 


sinô'. 


Formons  l'équation  différentielle  qui  convient  à  ces 
nouveaux  axes.  On  a 


tango  ^  ^, 


d'où 


sinG' 


'Il 

dx 


Remplaçons  p  par ^2        '  valeur  qui    suppose    la 


djc' 
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courbe  concave  vers  l'axe  des  a:  :  on  a 


«.       (-£ 


—  a ; — , 


équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée,  par  rap- 
port aux  nouveaux  axes.  On  tire  de  cette  équation 


dx  = 


ad  --— 


d'où 

(5) 


cil 
dx 


dx!" 


En  supposant  la  constante  c  connue,  on  peut  imaginer 
que  Taxe  des  y  soit  transporté  parallèlement  à  lui-même, 
de  telle  sorte  que  toutes  les  anciennes  abscisses  soient 
diminuées  de  c.  L'équation  différentielle  de  la  courbe  esî 
alors 


ou 


(6)  rfr  =  .;xy'f_,. 

La  courbe  cherchée  est  donc  une  cycloïde  dont  l'axe  est 
dirigé  suivant  l'axe  des  x,  et  dont  la  tangente  au  sommet 
est  l'axe  des  j^. 

Pour  déterminer  les  constantes,  au  nombre  de  quatre, 
que  renferme  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  an- 
ciens axes,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas  : 

1°  Si  les  points  A  et  B  sont  donnés  ainsi  que  les  tan- 
gentes à  la  courbe  en  ces  points,  Téquation  F  ==  o  est 
satisfaite  identiquement-,  car  on  a  ^x^  =  o,  ^j  ^  =  o, 
^p^  =  0,....  On  aura  les  quatre  constantes  en  substituant 
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les  coordonnées  des  points  A  et  B  dans  l'équation  de  la 
courbe,  et  en  exprimant  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  données. 

2°  Si  l'on  donne  les  points  A  et  B,  sans  donner  les  tan- 
î^entes  à  la  courbe  en  ces  deux  points,  Féquation  F  ==:  o 
deviendra 

Q.  <îp.  —  Qo  ^po  =  o,  i 

et  comme  les  variations  dj7^  et  dp^  sont  indépendantes 
lune  de  l'autre,  il  faut  que  l'on  ait  séparément 

Q,  —  o,     Qu  =  o; 
on  a  trouvé,  généralement, 

2<7^ 
et  comme  i  -\-  p^  ne  peut  pas  être  nul,  il  faut  que  l'on  ait 

On  déduit  de  là  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  aux 
points  A  et  B  :  ces  points  sont  donc  les  points  de  rebrous- 
sement  de  la  cycloïde. 

3°  On  peut  se  donner  le  point  A  ainsi  que  la  tan- 
gente à  la  cycloïde  en  ce  point,  et  supposer  que  le  point  B 
doive  se  trouver  sur  une  courbe  donnée 

Dans  ce  cas  l'équation  F  =  o  se  compose  de  deux  par- 
lies  :  un  terme  contenant  âxi,  et  le  terme  Qi  dpi]  dxi  et 
Spi  étant  des  variables  indépendantes,  on  doit  avoir 
Qj  =:  o,  d'où  ^1  =  00  .  Ainsi,  le  point  B  est  encore  un 
point  de  rebroussement  de  la  cycloïde. 

MAXIMUM    ou    MINIMUM    RELATIF. 

796.  Dans  les  questions  précédentes,  il  s'agissait  de 
rendre  maximum  ou  minimum    une   intégrale   définie 
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/      \dx^  sans  autre    condition.    On   peut    ajouter   au 
problème  la   condition  qu'une   autre    intégrale  définie 
\}dx  ait  une  valeur  déterminée  /.  Par  exemple,  soit 


i 


proposé  de  trouver  parmi  toutes  les  courbes  planes  de 
même  longueur  /,  terminées  à  deux  points  A  et  B,  celle 
dont  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  l'axe  des  abscisses 
et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  un  maximum.  La 
question  consiste  à  déterminer  j  en  fonction  de  x^  de 
telle  sorte  qu'ayant 


r 


dx  sji  -]-  p^  =  l. 


l'intégrale  /    jdx  ait  une  valeur  plus  grande,  ou  plus 

petite,  que  si  l'on  remplaçaitj^  par  toute  autre  fonction  de 
X  satisfaisant  à  l'équation  précédente.  On  dit  alors  que 
Tintégrale  admet  un  maximum^  ou  un  minimum,  relatif. 

797.   Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'in- 
I      \dx^  avec  la  condition 

(l)  r    'U^xr=/. 

Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles, 
si  l'on  compare  la  fonction  de  x  cherchée  avec  celles  qui 


conservent 

^x: 

'\}dx  la 

même 

va 

avoir 

(2) 

'x: 

\dx~o, 

'X" 

U 

dx 


En  développant  ces  deux  conditions  comme  on  l'a  fait 
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pour  le  maximum  absolu,  on  a  deux  équations,  telles  que 

(3)  ^~^   f    'l^wrf.r=::0, 

(4)  e-f-    /     *Lw^.r--o; 

r,  0,  K  et  L  sont  des  fonctions  que  l'on  formera  comme 
il  a  été  dit  plus  haut.  Mais  ici  il  ne  faut  plus  poser  séparé- 
ment r  =  o,  K  =  o,  car  0)  n'est  plus  une  fonction  entiè- 
rement arbitraire  de  x.  Pour  trouver  les  conditions  qui 
doivent  êire  remplies  dans  ce  cas,  il  faut  d'abord  élimi- 
ner 0).  Posons 


r»x. 


(5)  I       L  M dx  =  (f  [x] y 

d'où 

Par  conséquent, 

0  H-  (p  (x,)  =z  O,       ou       '^(x,)=:  — 0. 

Il  résulte  de  là,  à  cause  de  l'indétermination  de  w,  que 
fp  [x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x^  assujettie  seule- 
ment à  s'annuler  pour  x  ==  Xq,  et  à  devenir  égale  à  — 0 
pour  x  :^  Xj.  Or,  on  a,  à  cause  de  l'équation  (5), 

L       ci.r 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  il  vient 

r  H-    /         j-df  (x)  :=  O, 

OU,  en  intégrant  par  parties, 

(6,  r-(|)_e-/%(^)<^(ï)  =  o. 

Comme  cp  [x)  est  une  fonction  arbitraire  dont  on  donne 
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les  valeurs  seulement  pour  x  =  Xo,  x  =  j^i,  on  doit  avoir 
séparément  les  équations 

(7)  <|)  =  o. 

(8)  --(ï),«-°- 
La  première  donne 

—  =  —  «     ou     K  -f-  «  L  ==:  o, 
JL 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  seconde  condi- 
tion devient  F  -h  aQ  =  o,  car  (  —  j  =  —  a,  puisque  — 
a  une  valeur  constante  —  a.  On  a  donc  les  deux  équations 

(9)  r-f  «0  =  0,      K-h«L=rO. 

Il  y  aura  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  l'on 
cherche  un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équa- 
tion de  plus 


X 


J]d.v  =  L 


798.  Si  l'on  avait  cherché  le  maximum  de  l'intégrale 
définie 


x: 


(V4-«U)^^, 


on  aurait  été  conduit  aux  deux  équations  (9).  Par  con- 
séquent, la  recherche  du  maximum  relatif  àe  l'intégrale 

JYdx,  lorsque   l'intégrale   1      \]dx   doit   conserver 

une  valeur  constante,  revient  à  chercher  le  maximum 

absolu  de  l'intégrale  /  (Vh-  a\])dx. 

C'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  justifier  par  le  raisonne- 
ment suivant. 
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Si  /      (Y-haU)  dx  est  un  maximum,  pendant  qup 

JVdx  conserve  une  valeur  constante  et  égale  à  /.  U' 

et  V  désignant  des  fonctions  peu  différentes  de  U  et  de  V, 
on  doit  avoir 

(1)  /     '(VH-«U)^.r>  r   '(V'-h«U')f/x, 

(2)  /       'Vdx=:z    i     'uVjCrrr/j 

donc 

V^.r>/       VV.r; 

ce  qui  montre  bien  que  /      Ydx  est  un  maximum  lors- 

Udx=:  l  est  remplie.  Réciproque- 

ment,  de  l'inégalité  (3)  et  de  l'égalité  (2)  on  déduirait 
l'inégalité  (i). 

PROBLÈMES    SUR    LES    ISOPÉRIMÈTRES . 

799.  Etajit  donnés  deux  points  C  et  D  sur  un  plan, 
Fig.  i4o.  trou^^er  parmi  toutes  les  cour- 

y  jvj,,Jf— ^         ^^^  ^^  même  longueur,  situées 

dans  ce  plan^,  et  terminées  aux 
points  C  et  D,  celle  pour  laquelle 
Vaire  ABDG  est  un  maximum. 
On  doit  avoir 


A       r    ji 


sjfïx' 


-h  dj-  z=  l 

et  il  faut  chercher  le  maximum  de  l'intégrale   /     ydx. 
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D'après  la  théorie  précédente,  on  devra  chercher  le  maxi- 
mum absolu  de  l'intégrale  /  [jdx  -h  a  ^dx'-  -h  dj^-^), 
ce  qui  conduit  à  poser 

(  I  )  ^  I        iy  <f'^'  +  «  sicir-  -f-  dy-  )  =:  o . 

Comme  les  limites  x^  et  x^  sont  fixes,  la  partie  de  la 
variation  désignée  par  F  est  identiquement  nulle.  On 
peut,  en  outre,  ne  faire  varier  que  x.  On  a  ainsi  " 


(2) 


X"(^-^41''^-=°' 


ou,  en  intégrant  par  parties,  et  négligeant  la  quantité  pla- 
cée en  dehors  du  signe  1  ,  qui  est  nulle, 

et,  en  égalant  à  o  le  coefiScient  de  àx^ 
d'où 

dx  , 

(3)  y^a~^-C'. 


d 

Remplaçons  ds  par  s^dx'^  -+-  dj^  ^  et  résolvons  par  rap- 
port à  dx.  Il  viendra 

d'où  

X  —  0=1  sja^ —  (  j  —  c'y  y 

et 

(4)  {x  —  cY-\-{y  —  c'Y=za\ 

Ainsi,  la  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 
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800.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres 
que  Von  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  don- 
nés A  et  B,  trouver  celle  qui,  en  tournant  autour  de  la 
droite  Ox,  engendre  la  plus  grande,  ou  la  plus  petite 
surface  de  réi^olution. 

Il  faut  chercher  le  maximum,  ou  le  minimum,  relatif 

de  l'intégrale  /     jds^  avec  la  condition 

ds  z=  l. 


£ 


La  question  se  ramène  (798)  à  la  recherche  du  maxi- 
mum ,  ou  du  minimum ,  absolu  de 


f 


(j  -\--a)ds. 


et  comme  a  est  une  constante,  on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat qu'en  cherchant  le  minimum  absolu  de  lyds^ 
problème  déjà  traité  (790),  et  qui  donne  la  chaînette. 

801.  Problème.  De  toutes  les  courbes  isopérimètres , 
tromper  celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  mi- 
nimum. 

L'équation  du  problème  est ,  dans  ce  cas , 


[y^dx  -h  ads)  =  o; 


comme  les  deux  points  A  et  B  sont  donnés,  on  peut  ne 
faire  varier  que  x  et  faire  abstraction  de  la  partie  F,  qui 
est  identiquement  nulle,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  dérivée 
d'un  ordre  supérieur  au  premier.  D'après  cela  on  aura 


/  dx\ 


d'où 

d.T 


a  ——  =z  c, 

ds 


SOIXAIN'TE-DEUXIÈME    LEÇON.  335 


On  déduit  de  là,  en  remplaçant  ds  par  sjdx^  -f-  dy^, 

ix'-c)f/f 

équation  différentielle  de  la  courbe  élastique  (572). 

802.  Problème.  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa 
révolution  autour  d^in  axe  (l'axe  des  x)  engendre  la 
surface  minimum  qui  renferme  un  volume  donné. 

Ce  volume  étant  TT  j  j^dx,  et  l'aire  ^n  fjds^  il  faut 

poser  (798) 

(l)  0   /  f-dx  -f-  iajdsz=z  Oj 

a  étant  une  constante. 

En  considérant  comme  fixes  les  deux  extrémités  de  la 
courbe,  on  peut  ne  faire  varier  que  :c,  et  comme  la  formule 

ds"^  =:  dx^  4-  dj- 
donne 

§ds=  —dSx, 
ds 


on  aura 

y"^  -\-  2.ay  -—]  d8x  =:  o. 


f 


En  intégrant  par  parties,  et  faisant  àx  =  o  aux  deux 

limites,  on  a 

dx\ 


f' 


xd\y'^-]-iay-—-  |  =  0; 


d'où  l'on  conclut 

dx        ^ 

Chacune  des  constantes  a  et  C  pouvant  être  positive  ou 
négative,  on  peut  écrire 

-^  ^   ds 
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et  de 

là 

re'sulte 

(^0 

dx 

_       Tr' 

d=^')r/r 

sjla-^f 

-(j^±^^)' 

C'est  Fe'quation  diflérentielle  de  la  courbe  clierclie'ej  le 
radical  doit  être  tantôt  positif,  tantôt  négatif 5  il  change 
de  signe  quand  y  devient  un  maximum  ou  un  minimum. 

Si  la  constante  h  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x. 

Si  h  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  (2)  appar- 
tient à  la  courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x, 
comme  l'a  démontré  M.  Delaunay,  dans  le  Journal  do 
Mathématiques  de  M.  Liouville  {^). 

EXERCICES. 

i .  Déterminer,  parmi  toutes  les  lignes  cViine  longueur  donnée, 
et  terminées  à  deux  points  fixes  k,  B,  celle  pour  laquelle  la  somme 
des  produits  de  chaque  élément  ds  par  le  carré  de  sa  distance  à  la 
droite  AB  est  un  maximum. 

Solution  :  On  prend  AB  pour  axe  des  x.  La  question  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

2.  La  ligne  minimum  sur  une  surface  développable  se  trouve  par 
des  quadratures. 


(*)  Yoir  t.  VI,  p.  309,  et  une  Note  de  M.  Sturm,  p.  3i5. 
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NOTES. 


NOTE  I. 

SUR   UN   CAS   PARTICULIER   DE    LA   FORMULE   DU    BINÔME  , 
par  M.  E.  Catalan. 


(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1857,  t.  XLV,  p.  621.) 


Les  ouvrages  les  plus  estimés ,  par  exemple ,  le  Cours  d'Analyse 

du  profond  et  regrettable  Sturm,  n'indiquent  pas  ce  que  devient  la 

série 

m  m{m  —  i)m{m  —  \)[m  —  i) 

'+7^+        ...       ^+  1.2.3 •^+-" 

quand  on  suppose  x  =  ±1.  Cette  lacune  peut  être  aisément  com- 
blée comme  il  suit  : 

\.  Lemme  I.  —  Le  produit  u^  u^  Uy,,u^u^_^^...^  dans  lequel  on  sup- 
pose j  pour  plus  de  simplicité ,  m,  >  «^  >  «3. . .  >  «„  >  m„^,  .  . .  >  i  , 
converge  ou  diverge  en  même  temps  que  la  série 

l«.  +  l«,  +  ...+  l«„-hlw„^,...  (*). 


(*)  Cette  proposition,  qui  est  évidente,  peut  être  fort  utile.  Elle  prouve, 
par  exemple,  que  les  produits 


3  7  i3  21        n*-f-m-i  e-f-i  e*-f-i        e" 


51119       n^-\-n  —  I  e  —  i   e-  —  i"  '  t"—  i'"^ 


.a  ,    a 

sec  a  sec-«'«sec-' 

2  n 


sont  convergents,  et  que  les  produits 
2  5  10  n*-4-  I 


0 


tanga)  (  i -f- tang- j  .. .  (  i -h  tang- V 


187  n'  —  n-f-  i 

peuvent  dépasser  toute  limite. 
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2.  Lemme  II.  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  Funité, 
le  produit 

p   ^  _L  _Jl " 'l 

"      /?2   /w -T- 1  w -h 2        m-{-n  —i 

troit  indéfiniment  avec  n. 

En  effet, 

lim/îl ■  =  lim/zll  i-\ )  =i  —  m\ 


m-^n  —  I  \        m 


donc  la  série  qui  aurait  pour  terme  s(énéral  l est  diver- 

^  '  "  m-\-n  —  \ 

gente  (*);  donc  le  produit  P„  est  divergent  (Lemme  I). 

3.  Lemme  IIL  m  étant  une  quantité  positive,  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  positifs ,  p  —  i ,  /?,  le  produit 


p  —  m  p  ~y~\  —  m        n  —  m 
croit  indéfiniment  avec  /?. 

4.  Théorème  L  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 
,.,  m      mim  —  t)  ;w(m  —  iV,.  (/?/  — /z  +  i)  . 

^      '  I  l.'l  I.2.3.../2 

Le  reste  de  la  série  (A)  est  (**) 

mim  —i). .  .{jn  —  n)  i 


R 


.2.3. ..(«  +  !)      (i-f-er 


Soit  p  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  m  :  on  peut 
écrire 

m.(m  —  •{\. .  .{w  ~  r)-\-j) 

n  =  nr 

1.1. ..p 

n  —  m  p  ~\-\  —  m         n  —  m  t 


p-i-i        P4-2  n-\-i        (i-}-ô  )"-'-''' 

Des  trois  facteurs  de  R,  le  premier  est  constant,  le  deuxième  a  pour 
limite  zéro  (Lemme  III),  le  troisième  ne  surpasse  pas  l'unité;  donc 
limR  =  o. 


(*)  Comptes  rendus,  t.  XLIII,  p.  627. 
('*)  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  118. 
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5.  Théorème  II.  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 

,T»\  _  "^    ,    w(w  — 0  ,m[m  —  \)...{m  —  n  +  \) 

I  1.2  1.1. ..n  ^ 

La  démonstration  ne  diffère  pas  de  la  précédente,  pourvu  que  le 
reste  soit  mis  sous  la  forme 

R'  =  ±  m{m  —  \)...{m  —  p  +  \) 
1,1. . .p 
p  —  //2   »  -h  T  —  m         n  —  m 
p-hi       /?H-2  n  -i-i        ^  '        ^    ' 

6.  Théorème  III.   m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que 
l'uni  té j  on  a 

I    i  m       n/{ni  -\-i)       m  {m -{-i)  (m  -{- o.) 

I  m(n? -\-i).  .  .{m --\- n —  i) 

{ TT^TTT^ -^•••• 

Dans  ce  cas,  l'expression  du  reste  est 

j.„ ^ni{ni  -hj).  .  .(m  -\-  n]  i 


.2...(/2  +  l)  (i-j_ô  )'»+'«+'' 

donc  (Lemme  II)  limR"=  o. 

7.  Il  est  évident  que  la  série  (G)  cesse  d'être  convergente  à  par- 
tir de  m  =  1,  et  que  la  série 

m       w  ( 772  +  I )        m  { m -j- \)  ( m -i- 'j.) 

'  +  T+      1.2      + TiTâ ^-••* 

est  divergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Les  cas  dont 
nous  nous  sommes  occupé  sont  donc  les  seuls  qui  présentent  quelque 
intérêt. 


(*)  Cours  d''Analyse,  t,  I,  p.  120. 
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NOTE  IL 

SUR   LES    FONCTIONS    ELLIPTIQUES    (*), 
par  M.  Despeyrous. 


L'intégrale  sous  forme  algébrique  de  l'équation 
dx  dr 


\J\  —  x'   '    \J\—f 


=  o 


s'obtient  aisément,  comme  on  sait  (**),  au  moyen  d'une  intégration 
par  parties.  En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 


dxs]  i—  y"^  -\-  dyyj  \  —  x^  =^0^ 
on  en  déduit 

[dx\J\—y^-\-  /  r/j  v/i  — x-=  const. 
Or,  en  intégrant  par  parties,  on  a 

Çdx  v/7=7^  ^  ,  v/T=7^+  f-^, 

J  J  \IT-y^ 

C*)  Pour  l'intelligence  de  cette  Note,  il  est  nécessaire  desavoir  que  Ton 
donne  le  nom  d'iniégrales  elliptiques  aux  intégrales  suivantes,  dont  la  se- 
conde représente  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse  : 

r?  do 

i'<5  espèce.  I  ^ 

Jo     ^i  —  c^sin^f 

2^  espèce.  j     dfyji  —  c^siir^, 

Jr?              do 
==:r' 
y    (i  +  7isin^9)  VI  —  c*sin»j3 

Si  Ton  pose  «  =  sino,  l'intégrale  de  première  espèce  devient 

dx 


£ 


(**)   Voir^  par  exemple,  Lacroix,  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral,  t.  II,  p.  473. 
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et 

Ajoutant  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe   /  donnent  une 

somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  proposée,   on 
trouve  l'intégrale  algébrique 


xyi—j'-j-y^i  —  x^=  const. 

La  constante  arbitraire  qu'elle  contient  est  la  valeur  de  y  pour 
X  =  o.  Posons 

/  =  g,     J7  =  sma,      y/ï  — -^    =COSa, 

t/O    \J\  —  x^ 

et  de  môme 

/       /-^      =^  ^,    7=sin3,     v^i— j^  =  cosp. 

Nous  aurons 

c?a-i-  <^S  =  0, 
d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

j7=o,     P=7,    jK  =  sin7. 

La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  sin7.  Par  suite  il  vient 

sin7  ou  sin(a  +  p)  =  sina  cosf +  sinp  cosa. 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires. 

Le  même  procédé  s'applique  facilement  à  la  recherche  de  l'inté- 
grale d'Euler,  qui  donne  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit,  en  effet, 

dx  dy 


y^i  —  x^  \/i  —  c^x^      y/ 1  —  y^  ^1  —  c'^y 
En  multipliant  par  le  produit  des  dénominateurs  et  divisant  par 


—  c^x^x^^  0"  * 


/v/i  —  r^  v/i  —  (^^Y^  7          is/i  —  x^\/i—c^x-  - 
^- -^     >   2    .        dx-^  I  ^ \    .    ., ^/  =  const. 
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Or,  en  intégrant  le  premier  terme  par  parties,  on  obtient 
J  I  —  c^x'f'^  I  —  c^x^j-^ 

En  échangeant  entre  elles  les  deux  lettres  x  et  j,  on  aura  le  second 

terme;  ajoutant  donc  et  observant  que  les  termes  sous  le  signe  / 

donnent  une  somme  nulle  en  vertu  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée, on  trouvera 


_i -L — I : — .,  -, ^ ., =  const. 


La  constante  du  second  membre  est  la  valeur  de  y  pour  x  —  o. 
Posons 


t/o      \/l—X^\/\  — c^x^ 


si 

^=:S(a),     v/ï^^'  =  C{a),     v/i-c^^^  =  R(a), 
et  de  même 

t/o    \fi--y'' \^  \  —  c^  y"^ 

Nous  aurons 

da.-\-d^  —  G, 

d'où 

7  étant  une  constante.  D'ailleurs,  pour  a  =  o,  on  a 

x^o,     p  =  7,    jr=S(7). 
La  constante  de  notre  intégrale  est  donc  8(7).  Par  suite,  il  vient 

-f.Wn-f..    t\       S(a)C(P)R(P)  +  S(P)C(«)R(a). 
S(7)  ou  S(a  +  p)  _ ___— ._g-p^, 


(*)  Dans  cette  intégrale,  la  variable  x  doit  être  prise  toujours  moindre 
que  I.  Si  l'on  fait  x^sinçj,  alors  l'angle  ^  est  appelé  V amplitude  de  l'in- 
tégrale a.  Jacobi  le  désigne  par  am  a  et  pose  x  =  sinam  a. 


WOTE    III.  343 

C'est  la  formule  fondamentale  delà  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Elle  donne  S  (a  — (3)  en  changeant  le  signe  de  S(p).  On  peut 
aussi  en  déduire  C  (a±  ^)  et  R  (a±  p). 


NOTE  III. 


ANALOGIE   DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   LINÉAIRES 
A  COEFFICIENTS    VARIABLES,    AVEC    LES   ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES, 

par  M.  E.  Buasscsne. 


I*  Considérons  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  va- 
riables : 

De  l'intégrale  de  cette  équation  on  déduit  par  les  quadratures 
celle  de  X^=:/(x);  aussi,  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supprime- 
rons le  terme  fonction  de  la  seule  variable  a:. 

L'intégrale  complète  de  X„,  =  o  est  la  somme  de  m  intégrales 
particulières  distinctes,  que  nous  appellerons  les  solutions  de  cette 
équation.  Une  intégrale  x=  c-])[x)  est  distincte,  si  4'(^)  ne  peut 
être  décomposée,  par  addition  ou  soustraction,  en  d'autres  fonctions 
de  X,  qui  égalées  à  /  puissent  satisfaire  à  X^  =  o. 

Cela  posé,  rappelons  que  Lagrange,  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Solutions  de  différents  problèmes  de  ccdcul  intégral,  a  démontré 
que,  si  Ton  connaît  p  solutions  c,  j,,  c^y\,. . . ,  c^  jr^  de  X^  =  o,  on 
complète  son  intégration  en  effectuant  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  m— p.  M.  Libri,  en  i836,  a  donné  de  l'extension  à  ce 
théorème  en  démontrant  que,  si  une  équation  linéaire  X^  =  o  (l'in- 
dice/:>  désigne  l'ordre),  non  intégrée,  est  telle  néanmoins,  que  ses 
solutions  inconnues  satisfont  à  X^  =  o,  l'intégration  de  cette  der- 
nière dépend  de  celle  de  l'équation  d'ordre  p  et  d'une  autre  équa- 
tion d'ordre  m  —  p.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'intégration  de  X^  =  0 
est  nécessaire  pour  savoir  si  les  solutions  de  cette  équation  appar- 
tiennent à  X„,  =  o,  ce  théorème  rentre  dans  celui  de  Lagrange. 

Mais  on  peut  établir  un  théorème  général  comprenant  ceux  de 
Lagrange  et  de  Si.  Libri,  dont  voici  l'énoncé  :  Si  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires,  d'ordres  m,  m\  /«",...,  ont  p  solutions  com- 
munes, on  trouée,  par  un  procédé  analogue  à  la  recherche  du  com- 
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mun  diviseur  algébrique ^  Véquation  X^  =  o  qui  donne  ces  solutions, 
et  V intégration  des  proposées  est  ramenée  à  celle  de  X  =.  o  et  o 
celle  d^ autres  équations  cF ordre  m  —  /?,  m' — /?,  m"  —  p. 

2"  Si  dans  l'équation  linéaire  X  =  o  d'ordre  quelconque  on  pose 
y=  vu,  on  trouve  une  transformée  dont  la  loi  est  donnée  (46^  Leçon, 
n"  589)  ;  nous  l'écrivons  ainsi  : 


(2) 


X„  + 'X  ^' +  »X -^, +"'X -4  Çl +  . . 

dx  i  .'1.  dx  1 . 2 .  o  dx 


f      dv  ^^d^'-'u 

\      dx  j  dx"^~^ 


d'^u 

-{-\m \-}^v  \  ,   ,„  ";  -I-  V  — -  =  o. 

ax'" 


Les  fonctions  'X,  "X, ... ,  d'ordres  /7z  —  i ,  w  —  2, . . . ,  se  forment 
comme  les  dérivées  du  polynôme 

(  ce  polynôme  est  la  fonction  X  dans  laquelle  on  a  fait  ^  =  z  j , 

,  dy 

par  rapport  a  z,  en  remplaçant  ensuite  z  par  -—  et  z"  par  j.  D'après 

cotte  loi,  il  est  clair  que  si  dans  'X,  "X, . . . ,  on  remplace  v  parc^w, 
on  aura  des  transformées 

'Xi*+"X^+...     ou     "X«  +  '"X^+... 
dx  dx 

pareilles  à  (2).  Nous  appellerons  'X,  "X,  '"X...  les  conjuguées  pre- 
mières, secondes,  troisièmes...  de  X.  La  relation  (2)  nous  servira  à 
démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  de  Lagrange.  —  Si  l'on  connaît/?  solutions,  c,  jr,,  c^y^..., 
Tp  jpde  X  =  o  d'ordre  m,  son  intégration» sera  ramenée  à  celle  d'une 
équation  d'ordre  m  — p. 

En  effet,  supposons  j  =  j,  w  :  il  suffit  de  faire  dans  la  transfor- 
mée (2)  p  =  j,  ;  puisque  j,  est  une  solution,  son  premier  terme  sera 
annulé,  et  'X,  "X, . . . ,  deviendront  des  fonctions  connues  de  x.  Il 
restera  donc  une  équation  en  u  d'ordre  m  qui  s'abaissera  à  l'ordre 

/w  —  I  en  posant  -j-  =  u'.  Or,  puisque  r  =  jf  m,  les  valeurs  de  u 


correspondante 

sajr  =  y,  =  y,  =  ,. 

.  .  =  JpSont 

J.       Xi 

Xp 

et  celles  de  u' 

du 
=  -J-  sont 
dx 
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On  connaît  donc  p  —  i  valeurs  de  u'  qui  satisfont  à  une  équation 

linéaire  d'ordre  /«  —  i, 

,,^    ,      „^r    I    ffff' 

'X^^'  +  'X ---h...  =  o. 

I  .  2    (IX 

Cette  équation,  par  une  transformation  pareille  à  la  précédente, 
pourra  être  abaissée  à  l'ordre  m  —  2,  et  par  une  suite  d'opérations 
semblables  on  arrivera  à  une  équation  d'ordre  m  —p. 

Nous  avons  rappelé  ce  mode  de  démonstration,  dû  à  d'Alembert, 
parce  que  son  application  à  l'équation  X=/(.r)  conduit,  lorsqu'on 
connaît  les  m  intégrales  particulières  c,  jr,,  ^2^2,  •  •  •  >  ^,„/,„de  X  =  o, 
à  l'expression  de  la  valeur  de  y  au  moyen  d'une  intégrale  multiple, 
qui  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  m  intégrales  simples,  ne 
différant  les  unes  des  autres  que  par  les  indices  des  lettres  ;  on  trouve 
pour  la  valeur  de  y  : 


^)j=^c 


.Xr 


/(  X  )  dx 


'r/xVjJ    dx      ±(rj^ 


La  sommation  s'étend  aux  indices  /?  =  i ,  2,  3, . . . ,  ^7,  et  le  déno- 
minateur sous  le  signe  d'intégration  est  le  produit  de  m  facteurs; 
chacun  de  ces  facteurs,  à  partir  du  premier,  est  la  dérivée,  par  rap- 
port à  x^  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  facteur  précé- 
dent, et  le  numérateur  ce  même  facteur  dans  lequel  le  plus  fort 
indice  dejr  est  augmenté  d'une  unité.  Après  la  formation  complète 
du  dénominateur,  on  diminuera  de  m  les  indices  qui  dépassent  m. 

Second  théorème.  —  Reprenons  la  transformée 

/        »  -ir  /^^    du 

(2)  X«  +  'X  — +...  =  0, 

qu'on  déduit  de  X  =  o  en  posant  y  =  vu.  Si  j,  mis  à  la  place  de  c 
rond  nulles /5  fonctions,  X,  'X,...,  (p-')X,  l'équation  X=  o  aura/?  so- 
lutions de  la  forme  jr,,  xy^,  x^y^, . .. ,  xP''y^  (nous  supprimons  les 
constantes  pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture).  En  effet,  dans 
notre  hypothèse,  (2)  devient 

/„.^       I       dPii       -„^,,^,  I  dP+^u  d'"u 

(p)X [-  (p+')x }- . . . H-  r. =  o. 

1.2.3/;»  dxP  ^  i.u....p-\-i  dxP+'    '^  *^'  dx"' 

Or,  cette  équation  a  pour  solutions 

u  =  i=x  =  x'^...  =  xP~  ' . 

Donc,  puisque  jK  =  jr, «,  on  aura  p  valeurs  de  y,  savoir  :  jr,,'^Jp«"> 
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^''"'j,.  Nous  appellerons  les  intégrales  particulières  de  cette  forme 
des  solutions  conjuguées;  x)\  est  conjuguée  de  j,  et  .r"+y,  dex"j,. 

En  second  lieu,  si  X  =  o  a  /?  solutions  conjuguées  j\,  xy\ , . . . , 
j:''-'jr,,  chaque  fonction  'X,  "X,  '"X, . . . ,  aura  les  solutions  conju- 
guées de  celle  qui  la  précède  dans  le  développement  (2),  à  l'excep- 
tion de  la  solution  pour  laquelle  le  facteur  x  a  le  plus  fort  expo- 
sant. 

Si,  en  effet,  on  suppose  dans  la  relation  [i)u=  x  q\,  v  égal  suc- 
cessivement à  j,,  .r/,,. . . ,  .r^"^/,,  dans  toutes  ces  hypothèses  la 
transformée  se  réduira  à  'X  =  o,  puisque  les  valeurs  de  v  sont  des 
solutions  de  X  =  o.  Ainsi  'X  =  o  a  pour  solutions  jj,  ^j, , . . . , 
x^-'^r^.  En  faisant  la  transformée  de  'X,  on  trouvera  de  même  que 
y^,  xy^ , . . . ,  x^-^y^  sont  solutions  de  "X  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  d'Alembert  démontre  dans  le 
cas  des  équations  différentielles  à  coefficients  constants,  lorsque 
l'équation  algébrique  de  laquelle  dépend  la  solution  a  des  racines 
égales  (46"  Leçon,  n°590). 

Corollaire.  —  Si  toutes  les  solutions  de  'X  =  o  sont  j,,  j"/,  , . , . , 
^""-j,,  X  =  0  aura  les  mêmes  solutions  et,  de  plus,  la  solution  x^"'/,, 
car  on  peut  toujours  concevoir  une  équation  X^  =  o  d'ordre  m  qui 
ait  toutes  les  solutions  ci-dessus;  or,  en  formant  la  conjuguée  de 
X^  =  o,  savoir  'X^  =  o,  cette  dernière  aura  m  —  i  solutions,  7,, 
xx^,. .. ,  Jf'-j\  :  elle  sera  donc  identique  à  'X; donc  aussi  X„^  sera 
identique  à  X. 

Troisième  théorème.  —  Si  dans  la  transformée  (2)  de  X  —  o  on 
fait  ^'=y^  et  M=  e'^^  .,yi  étant  une  solution  de  X  =  o,  et  a  une 
quantité  très-petite,  cette  transformée  deviendra 

'Xa^«^-f  "X  —  ^='''  + 


1.2  1.2.3 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura  le  résultat  de  la  substitution  de 
y  =  y^e~^'^.  Si,  à  cause  de  la  petitesse  de  a,  nous  négligeons  les 
termes  dans  lesquels  cette  quantité  est  élevée  à  des  puissances  su- 
périeures à  la  première,  on  voit  que  j,  =  i|>,  (o?)  étant  une  solution 
de  l'équation  X  =  o,  les  substitutions 

donnent  des  résultats  de  signes  contraires  quel  que  soit  ^;  ces  deux 
relations  pourraient  être  représentées  par  des  courbes  très-rappro- 
chées  comprenant  la  courbe  jr=  ^'il*^)* 

Mais  si /= -i^i^-r)  annulait  X  et  un  nombre  impair  de  fonc- 
tions 'X,  "X, . . . ,  les  résultats  de  la  substitution  seraient  de  même 
signe. 
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En  second  lieu  si  l'on  donne  les  équations  de  deux  courbes  très- 
rapprochées,  telles,  que  l'ordonnée  de  l'une  d'elles  soit  toujours 
moindre  que  l'ordonnée  de  l'aulre,  et  si  la  substitution  des  valeurs 
de  ces  ordonnées  en  fonction  de  x,  dans  X  ^  o,  conduit  à  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  il  existe  entre  les  courbes  données  une 
courbe  dont  l'ordonnée  représente  une  solution  de  X  =  0.  En  effet, 
les  équations  des  deux  courbes  très-rapprochées  peuvent  être  mises 
sous  les  formes 

ts^[.x)  et  «p,(j^)  étant  des  fonctions  constamment  positives;  or,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  X  =  o  ne  pourra  fournir  des  résul- 
tats de  signes  contraires  que  si  le  premier  terme  de  la  transformée, 

savoir  Xe^^^^"^^  ou  X<?"'^'''*^"^\  est  identiquement  nul,  puisque  ce 
terme  est  incomparablement  plus  grand  que  ceux  qui  ont  a  pour 

facteur.  Donc  7-=  c^^"^^  doit  être  une  solution  de  la  proposée. 

RECHERCHE  DES  SOLUTIONS  COMMUNES. 

3°  Pour  déterminer  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  les  solu- 
tions communes  à  deux  équations  linéaires  X,,,^^  =  o,  X^  =  o,danG 
le  cas  où  il  en  existe,  nous  formerons  la  suite  d'égalités 

Sdp 
dP-^ 
^m+p-l  =  K  ^^-^  (  X„^  )  H-  X^^p_j, 


X„,,.  =  M^(XJ-|-N{X„ 


K,  L, . . . ,  M  sont  des  fonctions  de  x  déterminées  de  telle  sorte, 
que  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  soient  les  mêmes  au  premier 
et  au  second  membre;  les  restes,  comme  l'indiquent  les  égalités, 
s'obtiennent  par  de  simples  soustractions.  Or,  il  est  évident  qu'une 
solution  f^  qui  rend  identiquement  nulles  X^„^p  et  X^  et,  par  suite, 
les  dérivées  de  ces  fonctions,  annule  aussi  les  restes  X 
X«+p-2»  •  •  -  '  et  réciproquement  une  valeur  de  j  qui  annule  un  reste 
et  X^  satisfait  aussi  à  la  proposée  X^^^  =  o.  Nous  avons  supposé 
que  notre  dernier  reste  a  la  forme  NX„,,N  étant  une  fonction  de  x; 
dans  ce  cas,  toutes  les  solutions  de  X^  =  o  appartiennent  à  X^  =0, 
et  l'élimination  des  restes  successifs  conduit  au  développement 

(4)    X„,  =  ^^(XJ  +  K,^(XJ+...+M,^(XJ+NX„=o. 
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Sous  cette  forme,  et  en  prenant  X^  pour  l'inconnue,  il  suffit  pour 
sa  détermination  d'intégrer  une  équation  d'ordre  /?,  et  on  trouve  ainsi 

intégrant  ensuite  X^  =  o  et  faisant  usage  de  la  formule  (4),  on  a 
l'iatégrale  complète  de  X^  ^.^  =  o. 
Si  la  dernière  égalité  du  groupe  (A)  est 

on  fera 

X'^-PX,,  +  X_, 

en  déterminant  P  de  telle  sorte,  que  le  terme  d'ordre  m  soit  le  même 
au  premier  et  au  second  membre.  Par  ce  moyen,  on  posera  la  suite 
d'égalités 

'x„,,  =  M^(XJPX„,  +  X„.„ 
(B)  <      X„  =  0;^(X„_,)  +  QX,„_,+X,..„ 


Si  l'on  parvient  à  une  égalité  qui  présente  au  second  membre  deux 
fonctions  égales  X^^,  on  arrêtera  l'opération,  et  par  l'élimination  des 
restes  successifs  des  groupes  (A),  (B),  on  développera  X^  et  X^^^, 
sous  forme  d'équations  linéaires  d'ordre  /;/  —  /-,  m-\-p  —  k,  qui 
auront  X^.  pour  inconnue.  Si  la  suite  d'égalités  conduit  à  un  reste 
y-^i^)  qui  ne  peut  être  annulé  par  une  valeur  dejr  exprimée  en.r, 
on  conclura  que  les  équations  différentielles  n'ont  pas  de  solutions 
communes. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte,  (\VLilest  toujours  aisé  de  ti^ouver  la 
fonction  qui,  égalée  à  zéro,  donne  des  solutions  communes  à  des 
érjuations  linéaires,  et  si  cette  fonction  est  d'ordre  A',  on  pourra 
abaisser  de  A'  unités  les  or'dres  des  équations  linéaires. 

COMPOSITION  DES  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

On  veut  former  une  équation  différentielle  qui  réunisse  les  solutions 
de  deux  équations  données  X,„  =  o,  X^  =  o.  Désignons  par  X„,^p  le 
premier  membre  inconnu  de  l'équation  cherchée,  nous  pourrons  le 
développer  sous  les  deux  formes 

X„„,  =  £i  (XJ+  K  1^  (XJ+. .  .  +  0(XJ, 
X„,=  i;;(X,)  +  K'^(X,)+...  +  S'(X,). 
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Effectuant  les  différentiations  indiquées  aux  seconds  membres,  el 
identifiant  les  coefficients  des  différentielles  de  même  ordre  dans  les 
deux  développements,  on  aura  m  +  p  relations  du  premier  degré  au 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  coelficients  K,...,  Q,  K',.--,  S'. 
Si  les  deux  fonctions  X„„  X^  sont  égales,  la  méthode  n'est  pas 
applicable,  parce  qu'il  est  contraire  au  caractère  de  généralité  de 
l'intégrale  complète  que  deux  solutions  soient  égales;  mais  pour 
suivre  l'analogie  de  l'Algèbre  et  du  Calcul  intégral,  en  ce  qui  con- 
cerne les  racines  égales,  on  formera  des  équations  de  môme  ordre 
qui  auront  les  solutions  de  X„,  =  o,  multipliées  par  x  ou  par  ^', 

Y       Y 

œ^,.  ..\  il  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  -  ?  ^^  •  '  •  •  On  com- 
posera ensuite  en  une  seule  toutes  ces  équations  de  même  ordre, 
et  on  aura  un  résultat  analogue  à  la  puissance  entière  d'un  poly- 
nôme. 

Dans  le  cas  où  X„=  o  a  /:>  solutions/,,  x^_,...,  j^,  de  plus  'iq 
solutions  z,,  xz,,...,  z^^,  xz^  et  3r  solutions  w,,  xu^,  ^^«j,..., 
//,.,  a^M,.,  :r^M^,  de  sorte  que  m  —  p+iq-\-'ir,  l'intégration  se  ra- 
mènera à  celle  de  trois  équations  d'ordre  /?,  </,  r. 

Si  d'abord  on  cherche  les  solutions  communes  à  X,„  =  o  et 
'X„^=  o,  on  trouve  une  équation  X^^^r  =  o  qui  a  pour  solutions  s,, 
z^,. . .,  Zç,  w,,  xa^^. . .,  u^^  xii^..  Les  solutions  communes  à  'X„,  =  o 
et  "X^=  o,  savoir  :  u^^  «2;*  •  •»  "r>  sont  fournies  par  une  équation 
X^  =  o  ;  celle-ci  permettra  de  former  Xj,.  dont  les  solutions  seront 
w,,  XM,,...,  w^,  xu^..  Cherchant  ensuite  les  solutions  communes  à 
Xç^j^  =  o  et  X.,^  =  o,  on  parvient  à  X^  =  o  qni  a  pour  solutions  z„ 
Z2, . . . ,  z^.  Il  est  facile  de  former  sans  intégration  la  fonction 
^iq+zr  =  ^  satisfaite  par  toutes  les  solutions  conjugées  doubles  ou 
triples.  Avec  cette  équation,  on  abaisse  X,„=  o  ou  X^^^v+sr^  ^  à 
l'ordre  p. 

Les  méthodes  précédentes  fournissent  un  moyen  aisé  de  trouver 
les  conditions  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  de  deux 
équations  différentielles,  pour  qu'elles  aient  p  solutions  communes; 
il  suffit  d'appliquer  la  méthode,  et  d'exprimer  que  le  reste  d'ordre  p 
est  identiquement  nul. 

Enfin,  on  peut  ramener  à  cette  théorie  des  méthodes  connues, 
celle  par  exemple  que  d'Alembert  a  imaginée  pour  l'intégration  des 
équations  différentielles,  et  qu'il  reproduit  dans  ses  principaux 
ouvrages,  Théorie  des  vents,  Théorie  delà  Lune,  etc. 

Prenons  pour  exemple  de  cette  application  l'équation  du  qua- 
trième ordre 
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Supposons  une  fonction 

qu'on  veut  déterminer  de   sorte  que  ses  trois  solutions  appar- 
tiennent à  X^  =  G  ;  nous  poserons 


De  cette  dernière  on  déduit,  en  identifiant  les  deux  membres, 
9  +  ,  =  «,     ^  +  x-5  +  e'=^     ^  +  ^9.  +  e..  =  c, 

dO"  ,    ,,  (h  ^  r,      , 

Avec  ces  relations,  auxquelles  d'Alembert  parvient,  on  élimine  /-, 
G',  0",  et  on  arrive  à  une  équation  en  9  qu'il  faut  intégrer  pour 
trouver  ensuite  les  autres  coefficients.  Cette  détermination  conduit 

à  quatre  expressions  de  X3,  et  comme  d'ailleurs  y-  (X3)  +  /X3  =  o 

donne  X3  =  Ce--^*'^'',  en  portant  dans  cette  dernière  les  systèmes 

de  valeurs  de  /-,  0,  ô',  ô"  on  obtient  quatre  relations  au  moyen  des- 

dy     d^y     d^Y 
quelles  on  trouve  la  valeur  de  jr  après  avoir  éliminé  -j-  j  -j^ ,  -—^  • 

Si  les  coefficients  de  X^  =  o  sont  constants,  ceux  de  X3  =  o  le 
seront  aussi,  et,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  0  dépendra  de  la  résolution 
de  l'équation 

(9  — rt)^-4-«(e  — rt)2-l-è(Ô  —  «)--f-c(ô  — «)-4-^  =  o. 

COMPOSITION   DE   l'ÉQUATION  LINÉAIRE  AU   SlOYEN  DE   SES   SOLUTIONS. 

^°  La  composition  de  X^  =  o,  au  moyen  de  ses  intégrales  parti- 
culières, résulte  de  l'élimination  des  constantes  c,,  Cj, . . .,  c„^  entre 
les  équations  (46^  Leçon,  n°  579)  : 


(G) 


r 

dx    ~     »  dx  '^^  dx^    •  •  -H-  ^-  ^i^  ' 


(£y_       d'^r^  d"'Y.,  ^       d''y^ 

\  djf"  ~  ^'  dx"'  "^  ^^  ~d^  "^  ■  •  •   ''   ^'"  dx'"  ' 
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Or,  SI  l'on  écrit  le  groupe  suivant  : 

1    =c^j-hc,j,  4-...-^r„^7„, 


(E) 


A  =     C       — \-    C      -^—^    -T-  .  -T-    r         

^  ''dx^    'dx    ^••■^'"'  dx 


),(.)-,  ^4-,  i^_|_       +.    ^^S 


du  premier  terme  -j^^  D  au  suivant  en  changeant  les  signes,  m  en 


on  aura,  au  moyen  des  m  dernières  équations,  les  valeurs  de  c,, 
Cj, . . .,  c„^  qu'on  portera  dans  la  première,  et  le  résultat  sera  de  la 
forme  r^  A  =  L,  A  étant  le  déterminant  ou  dénominateur  relatif  aux 
///  +1  inconnues  c^,  <?,,....  Si  l'on  fait  c^~—\  et  À  =  o,  V=  o,..., 
la  relation  précédente  se  réduit  à  A  =  o,  laquelle  ne  peut  être  que 
l'équation  différentielle  X„,  =  o.  Or,  d'après  la  formation  connue  du 
déterminant  A,  on  peut  écrire 

D  est  le  dénominateur  des  m  inconnues  f,,  t'j,...,  c^  déterminées 
au  moyen  des  m  premières  relations  du  groupe  (E),  et  si  l'on  con- 
sidère les  indices  de  la  différentiation  comme  des  accents,  on  passe 
dy 

d.c" 

m  —  I  et  /?z  —  I  en  m.  Comme  D  contient  les  indices  m  —  i  qui 
deviennent  m  pour  la  formation  de  D,,  et  comme  d'ailleurs,  en 
ajoutant  un  accent  ou  une  unité  à  chaque  facteur  de  D  de  même 
indice,  cette  fonction  s'annule,  il  est  clair  que  D,  est  la  dérivée 
complète  de  D  et,  par  suite,  si  D  est  constant,  D,  =  o  (observa- 
tion due  à  M.  Liouville). 
En  second  lieu,  si  nous  mettons  la  valeur  dejr  sous  la  forme 

y=c^-b,[x)-\-c,-h^[x)+...  +  c„^-b^Xx), 

on  pourra  déterminer  les  constantes  en  supposant  que  pour  x^^  y^ 

dr      d'^r  d'"  dy 

les  coefficients  différentiels  ■—--,  — f  ?  •  •  m  -^ont  des  valeurs 

^/jc„    dxl  dx'l^ 

assignées;  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  les  valeurs  des  con- 
stantes au  moyen  des  m  dernières  équations  du  groupe  (G),  et  en 
désignant  le  dénominateur  commun  par  D  et  les  numérateurs  par 

Np  N„...,N,„,  onaura 

Si  ^„,  jr„  et  les  dérivées  de  /„  par  rapport  à  x  satisfont  à  la  re- 
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lation  j  =  i]>,{a7),  ces   valeurs   dans   l'expression   de  /  devront 

N 
rendre  -r^  égal  à  l'unité,  et  N^,  N3, . . . ,  N,^  égaux  à  zéro.  Mais 

x^,  y^  et  les  dérivées  pourraient  satisfaire  à  une  des  relations 
X='^A^)'>  J  = 't^sI"^))- • -5  et  on  en  déduirait  des  conséquences 
semblables.  On  peut  conclure  de  cela  que  le  numérateur  N^,  égalée 
zéro,  est  une  équation  linéaire  d'ordre  m  satisfaite  par  toutes  les 
intégrales  particulières  de  X^  =  o  à  l'exception  à.Qx  =  -h^[x]. 

DEUXIÈJIE  MÉTHODE   DE   COMPOSITION. 

5°  Analogie  d'une  équation  linéaire  avec  la  puissance  d'un 
binôme. 

X^  =  0,  X^_,  =  0  sont  des  équations  différentielles,  telles,  que 
toutes  les  solutions  de  la  seconde  satisfont  à  la  première,  si  l'on 
pose 

X,„=4(.X„..,)  +  R, 

et  si  l'on  détermine  A,  z  de  telle  sorte  que  les  deux  termes  du  plus 
fort  indice,  au  premier  membre  et  dans  la  première  partie  du  se- 
cond, soient  identiques,  R  devra  être  identiquement  nul.  Sans  cela 
l'équation  linéaire R  =  o,  de  l'ordre  m  —  2,  aurait  m  —i  intégrales 
distinctes,  ce  qui  est  impossible. 

Composons  par  ce  procédé  une  éf^uation  d'ordre  /w,  qui  réunisse 
toutes  les  solutions  des  équations  : 

io+'-y^"'  i+*-^='''  di+'^=°--- 

On  formera  d'abord  une  équation  du  second  or  Jre 


d'oiî  on  déduira 


kz  =  i     ou    A-  =  -  ; 


z  sera  déterminé  par  la  condition  que  le  second  membre  soit  annulé 
par  les  valeurs 

On  exprimera  cette  condition  en  égalant  z  (  -^  -j-  ax\  à  une  con- 
stante, à  l'unité  par  exemple,  et  on  trouvera 

^bdx 

z=- — Tî     k=[a-b)e-^'''\ 
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Remarquons  que  t  est  le  facteur  qui  rend  le  premier  membre  X^ 

une  différentielle  ex 
terait  de  la  relation 


une  différentielle  exacte.  La  fonction  du  troisième  ordre  X3  résul- 


qui  devrait  être  satisfaite  ou  réduite  à  zéro  par  les  valeurs 

Si  les  solutions  de  X^,  =  o  sontjr,,  oy,,  x^J^^....,  ^'"~'jr,,  en  sup- 

dr 
posant  que  j,  satisfait  à  ^ — \-af  =  o,  le  premier  membre  X,„  se 


développera  ainsi  qu'il  suit  : 


rf™r  ri"-' Y      OT(m— l)/,      cla\(l'"-'y 


m  [w  —  \){m  —  1) 

"^  1.2.3 


3  dn       d^a\  d"'-W 

dx       dx'^  j  dx"'~^ 


Les  coefficients  numériques  de  cette  expression  sont  ceux  de  la 
puissance  m  du  binôme;  les  fonctions  de«  se  forment  ainsi  ;  à  partir 
du  second  terme,  on  obtient  la  fonction  de  a  relative  à  un  terme 
quelconque,  en  multipliant  par  a  la  fonction  de  a  du  terme  précé- 
dent et  ajoutant  à  ce  produit  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Pour  démontrer  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie  pour 
l'ordre  w,  c'est-à-dire  que  nous  admettrons  que  le  développement 
précédent  égalé  à  zéro  est  une  équation  dont  les  solutions  sont  j,, 
x/,,- x^/,,. . .,  .z-™~*jj.  Écrivons,  d'après  la  même  loi,  le  dévelop- 
pement pour  l'ordre  m-\-i  que  nous  représenterons  par  X,^_^,  ;  or, 
on  verra  tout  de  suite  que  la  conjugée  première  de  cette  fonc- 
tion sera  'X^^,  =  (/n  +  1)  X,„;  par  conséquent  X'^^j=  o  aura  les 
mômes  solutions  queX^=  o,  et  cela  prouvera  que  X,„^,  aura  aussi 
les  mêmes  solutions,  et  de  plus  la  solution  x'"/,. 

Celte  seconde  méthode  de  composition  a  l'avantage  de  s'appliquer 
à  des  équations  non  linéaires,  et  de  conduire  sans  aucune  difficulté 
à  la  théorie  des  solutions  singulières ,  et  à  la  démonstration  de  diverses 
questions  de  calcul  intégral  traitées  par  Jacobi.  Les  exemples  sui- 
vants en  montreront  l'usage. 

Considérons  une  équation  linéaire  ou  non  linéaire  d'ordre  w, 
X^=  o,  et  supposons  que  X,„_,  =  o  soit  une  équation  d'ordre  w  —  1 , 
telle,  que  toute  valeur  de  jr  en  fonction  de  x  qui  satisfait  à  la  der- 
Sturm.-  y/«.,  II.  23 
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nière  satisfait  aussi  à  la  première  :  nous  pourrons  poser  l'identité 

dans  laquelle  M  est  déterminé  de  telle  sorte  que  les  termes  d'ordre  m 
soient  identiques,  au  premier  et  au  second  membre.  La  furme  de 
l'identité  résulte  de  ce  que  les  fonctions  qui  annulent  X,„  et  X„._, 
doivent  aussi  annuler  le  reste  ;  nous  la  mettrons  donc  sous  cette 
deuxième  forme 

X^  =  /-  -^  (X^  ,  z), 
qui  s'accordera  avec  la  première  si 


d'où  l'on  déduit 


hz^W    et    '^-^^N, 


/—  dx  —    I  —  dx 

et    A'^Ue    ^  '"^      , 


T  sera  le  facteur  qui  rendra  le  premier  membre  X,„  une  différen- 
tielle exacte.  Mais,  sans  nous  arrêter  à  des  généralités  qui  nous 
feraient  retrouver  les  résultats  que  Lagrange  démontre  dans  le 
calcul  des  fonctions  (i3^  Leçon  et  suiv.),  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

Cette  équation,  dans  tous  les  cas  où    I  f{x)dx  sera  exprimable 
en  fonction  de  x,  se  mettra  sous  la  forme  plus  simple 

-Çfi^dx 
Il  suffira  pour  cela  de  remplacer  y  par  ye    *^      "^ 
Si  l'on  connaît  une  intégrale  première 

'''("'^'£'")=° 

de  la  dernière  équation  du  second  ordre,  a  étant  la  constante  arbi- 
traire d'une  première  intégration,  on  pourra  déduire  de  cette  inté- 
grale ~  =  M,  M  étant  une  fonction  de  x^  j,  a.  Mais,  d'après  ce  que 


KOTE  m.  i555 

nous  avons  expliqué,  nous  poserons 

g-,K,,  =  4[.(:ir-„)]. 

Identifiant,  on  trouve 

Az  =  1,     /C-—  =  o, 
du       du  dr  ,         .  du       du 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  en  faisant  /-  =  i ,  z  =  i  ;  mais 
la  dernière  ne  pourra  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  le  premier 
membre  sera  indépendant  de  a,  qui  n'est  pas  contenu  dans  «p(^,  j). 
Ainsi,  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  a  sera  nulle; 

donc 

du  du 

doc  doL           du  du 

dx  df            dy  dcL 

Considérant  la  dérivée  par  rapport  à  .r  et  celle  par  rapport  à  j, 
lesquelles,  d'après  Tégalité,  sont  égales  et  de  signes  contraires,  on 

verra  que  -j-  est  le  facteur  qui  rend  dy  —  udx  une  différentielle 

exacte. 

On  pourra  donc  intégrer  -j-dy—  —  udx  (42*  Leçon,  n°  529). 

Un  second  exemple,  pris  du  Mémoire  que  vient  de  publier  le 

géomètre  suédois  M.  Malmsten,  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

dy 
Supposons  qu'on  connaisse  une  intégrale  première  ~j-  ~  u  de 

l'équation  du  second  ordre 

d's(x,r') 

dy 
dans  laquelle  jr'  =  -j-'  Cette  équation  se  met  sous  la  forme 

Nous  avons  marqué  d'un  trait  les  dérivées  par  rapport  à  ^,  lors- 
qu'on ne  considère  pas  j' comme  fonction  de  x.  Dans  cette  relation, 
et  en  vertu  de  l'intégrale  donnée,  on  peut  remplacer  y'  par  u  et 

23. 
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identifier  ensuite  le  premier  membre  à 


L'identité  donne 


dx  L    \dx         /  J 


,         d(Si\x.ii\        ,  dz 
hz  =     ^V  —  ,      k  -y--  =  o 
du  dx 


[et,  par  suite,  z  =  i)  ;  enfin 

<fcp(j:,w)  /du       du   \  dv^yx^u) 


du 


(du       du    \  d(^[x^u)        .,         . 


Si  on  transpose  le  terme ^_  '   ''  ?  le  second  membre  ne  ren- 

dx 

fermera  plus  a;  par  suite,  le  premier  sera  indépendant  de  cette 

constante,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a  sera  nulle.  Cette  dérivée 

est  _ 

jd'cp^x,  u)  du~\ 

I         du         du]   fdu       du    \ 
du  \dx       dy    ) 

/    du  du 

^^d'<){x,u){      ^^^  _i_     ^"^  du  du 


4- 


du         \  dx  dy  dy  de/. 

fd'^\x,  u)  du 
\       du         (i  y. 


dx 


De  cette  relation  on  voit  clairement  que,  en  prenant  pour  fac- 
teur 

drs^[x,  u)  du  _  d(i> 


l'expression  -^  [dy  —  udx)  sera  intégrable. 

L'équation 

<^?(r,  r')        ,  , ,       . 

dx    ~y  -^'^^^y)  =  ^ 

sera  traitée  de  la  même  manière;  car,  après  l'avoir  développée,  el'a 
devient 

I    r/«p(7',  r')  d'^Y   ,    d'oir.r')        .,         , 
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Remplaçant^  '  par  u  et  identifiant  le  premier  membre  à 


on  trouve 


^['6--")] 


/.=  l!MfLfil>     .=0; 
u        du 


enfin 

I  (/y(J,  u)  / ^  ,  ^  \  ,  ^y(r,  ^^) 

u        du         \dx      dy    1  ~^        dy 


devra  être  indépendante  de  a,  ce  qui  donnera  -  -~  pour  le  facteur 
qui  rendra  intégrable  la  fonction  du  premier  ordre,  de  telle  sorte 
que  -  -p  [df—  udx)  sera  une  difTérenlielle  exacte. 
Les  équations  du  troisième  ordre  : 


^<p(.r, 

.r' 

") 

dx 

d's{Y\ 

r' 

"1 

qui  se  ramènent  aux  formes  du  second  ordre  quand  on  élimine  dx 

dy 
par  la  relation  dx  =  —,)  ne  présentent  pas  de  difficulté. 


REMARQUES  SUR  LES   EQUATIONS   LINEAIRES. 

\.  Une  équation  linéaire  X^=  o  a  m  solutions  qui  peuvent  être 

dy 
les  intégrales  d'équations  du  premier  ordre  j «J  =  o.  Ces  équa- 
tions, qu'on  pourrait  nommer  les  composants  deX„j=  o,  méritent 
une  attention  particulière.  Jusqu'ici  on  s'est  appliqué  à  éviter  dans 
l'intégrale  les  fonctions  imaginaires  par  une  détermination  conve- 
nable des  constantes.  Cependant,  il  est  utile,  dans  certains  cas,  de 
les  conserver,  si  on  a  en  vue  la  simplicité  analytique.  Ainsi,  les  solu- 

d'^y 
tiens  en  exponentielles  de  l'équation  —^-{-j-  =  o  fournissent  des 

composants  à  coefficients  constants 
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Les  solutions  réelles  Csin.r,  Ccos.r  conduisent  à  des  composants 
dr  ,   .  dr 

à  coefBcients  variables  et,  par  suite,  moins  simples. 

2.  L'intégrale  complète  de  X„,  =  o  est  la  somme  de  m  solutions 
de  la  forme 

Il  sera  quelquefois  possible  de  discuter  la  courbe  qui  représente  une 
solution,  sans  intégrer  l'équation  ;  cela  paraît  plus  général  et  plus 
simple  que  de  discuter  l'intégrale  complète  avec  ses  constantes  dé- 
terminées par  des  conditions  particulières.  Ainsi,  comme  on  peut 
toujours  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation  linéaire, 
l'équation  du  second  ordre  se  ramènera  à  la  forme 

d'^r 


de  laquelle  on  déduit,  en  multipliant  par  dj\, 
—  '^J  f{-^)fdf=o. 


df 
dx' 


Dans  le  cas  où/(x)  =  A^,  A  étant  une  constante,  la  relation  se  met 
sous  la  forme 


(l-^-)(l^-^^)- 


Or,  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  si  \Jf[x)  reste  comprise  entre 
deux  valeurs  constantes  A',  A",  depuis  x' jusqu'à  X ',  les  intégrales 
particulières  de  Féquation 

d^r       r,    V 

dépendront  de  deux  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

dy  ,    ,   \ 

telles,  que  (p(a:)  sera  comprise  entre  A'  et  A". 

3.  Enfin,  les  solutions  d'une  équation  linéaire  pouvant  être  con- 
sidérées comme  les  intégrales  d'équations  de  la  forme 

dy 
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en  posant 

dy 

on  peut  concevoir  une  équation  algébrique 

[p_^^(:r)][p-^,(x)]...=  o, 

dont  les  racines,  ou  valeurs  de  v^  conduiront  à  la  valeur  de  y. 
Si  on  donne  l'équation  algébrique 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  de  cette  équation  on 

déduira  p'"  et  les  dérivées  -7-  ?  V-?  5  •  *  •  en  fonction  de  x  et  des 
dx    dx^ 

puissances  de  v  inférieures  à  w.  Si  donc  on  veut  former  une  équation 
différentielle 

^my  d'^-W  j        dr 

telle,  que  ses  m  solutions  particulières  fournissent  des  valeurs  de  — ~ 
égales  aux  valeurs  de  (^,  on  posera 

dy 
ydx 

et,  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  cette  relation,  on  exprimera 

d'"  Y       d'""^  Y 

,  „^?  j.n-ii"">  6n  fonction  de  a;  et  des  m  —  i  premières  puis- 
sances de  V.  Cette  équation  du  degré  m  —  i  devra  être  identique- 
ment nulle  pour  qu'elle  ne  soit  pas  en  contradiction  avec  l'équation 
donnée  en  v  du  degré  m.  On  aura  ainsi  des  relations  qui  détermi- 
neront ^j,  Z'j,...,  b^^.  Le  calcul  est  élégant  lorsqu'on  transforme 
l'équation  v'"—  A!"  =  o,  A  étant  fonction  de  x,  en  une  équation  dif- 
férentielle. Si  m  =  3,  cette  équation  est 

dx'       ^A  dx'       U         A-^    )  dx      ^•^-*'- 

On  pourrait  aussi  se  proposer  de  transformer  une  équation  différen- 
tielle linéaire  en  une  équation  algébrique  dont  les  racines  représen- 

dY 
teraient  les  valeurs  de  — ^7-  >  mais  ce  problème  inverse  dépendrait 

d'intégrations  souvent  impossibles. 
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SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DE  QUELQUES  FONCTIONS  ET  SUR  LA 
REPRÉSENTATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  PAR  DES 
INTERSECTIONS    DE    COURBES, 
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Définitions  préliminaires.  —  Relations  entre  les  dérivées  partielles  des 
fonctions  P  et  Q.  —  Séparation  des  quantités  réelles  et  des  imaginaires 
dans  les  dérivées  de /{z).  —  Différences  finies  et  différentielles  totales 
des  fonctions  P  et  Q.  —  Propriétés  des  courbes  P,  Q,  Pn-Q,  P— Q. 
—  Démonstration  d'un  théorème  de  Cauchy.  —  Asymptotes  des  courbes 
P,  Q,  etc.  —  Théorème  sur  le  nombre  des  racines  des  équations  algé- 
briques. —  Propriétés  des  surfaces  z  =  P,  z  =  Q.  —  Remarques. 


DÉFINITIONS   PRÉLIMINAIRES. 

i.  Si  f{z)  est  une  fonction  qui  prenne  la  forme  P  +  Q/^ 
quand  on  pose  z  =  x-^y  y/"^,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles 
en  X  et  j,  l'équation 

(I)  /(^)  =  P-f-Q/=^=o 

entraînera  les  suivantes 

P  =  o,     Q  =  o, 

et  réciproquement.  Il  suit  de  là  que  si  x  et  r  sont  les  coordonnées 
d'un  point  variable,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \/—  i  d'une 
racine  de  l'équation  (i)  seront  respectivement  égaux  aux  valeurs 
numériques  de  l'abscisse  et  de  l'ordonnée  d'un  point  commun  aux 
deux  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  peuvent  donc  être 
regardés  comme  formant  une  représentation  géométrique  des  ra- 
cines de  l'équation /(z)  =  o,  et  c'est  pour  rappeler  cette  propriété 
que  nous  les  nommerons  des  points-racines. 

2.  On  dit  en  général  qu'une  équation /(z)  =  o  a  /z  racines  égales 
à  a  lorsqu'on  a  /(z)  =  {z  —  af  f(z),  f(z)  désignant  une  fonction 
qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  z=  a\  or,  comme  la  fonc- 

•f  I   \ 
tien  f (z)  =  T- __    y,  prend  la  forme  -  pour  z=^  a,  si  l'on  cherche 
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sa  véritable  valeur  d'après  les  règles  connues,  on  voit  que,  pour 
qu'elle  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  on  doit  avoir 

f{a)=o,     f{a)  =  o,     /"H=o,...,     /"-'(«)  =  o,     f{a)>o. 

Toutes  les  fois  que  l'équation  f{z)  aura  n  racines  égales,  le  point- 
racine  correspondant  sera  pour  nous  l'équivalent  de  n  points-racines 
qui  coïncideraient,  et  nous  le  nommerons,  dans  ce  cas,  point-racine 
de  V ordre  n. 

RELATIONS  ENTRE  LES  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DES   FONCTIONS   P  ET   Q. 

3.  Relations  entre  les  dérivées  pni'tielles  du  premier  ordre. 

Si  l'on  suppose  que  z  tienne  la  place  de  x  -\-y\j—\  dans  l'identité 

/(z)  =  P+Qv/^, 

et  que  l'on  prenne  les  dérivées  des  deux  membres,  d'après  la  règle 
des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 

OU 

On  obtient  ainsi  deux  expressions  différentes  de /'(s),  et  en  expri- 
mant qu'elles  sont  identiques  on  aura  les  relations 


(a) 


r/P_^Q 

dx        (If 

dy  dx 


4.  RÉCIPROQUEMENT,  si  Ics  relations  (2)  ont  lieu  entre  les  dérivées 
de  deux  fonctions 

P=.<ï>(.r,j),     Q-T{.r,j), 

V  et  Q  sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \/ —  1  d'une  fonction 

d^une  seule  variable  z,  dans  lacjuelle  on  aurait  substitué  x-r-y  \J —  i 
à  z. 
En  effet ,  posons 

W-P+Qv/=T; 

ÊubsUluons  z—  y \J—  1  à  x  dans  cc»Ue  expression ,  et  prenons  la 
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dérivée  de  W  par  rapport  à  j;  nous  aurons 

rrw;_^r^     dv 

dy        dx  dy       dy 


[dQdx      dQ\    , . 


et  comme  -—  =  —  i/—  i,  il  en  résulte 
dy  ^       ' 

ily   ~~\dy'^  'd^l  ^  \  dy        dx  )  ^~^' 

Or,  le  second  membre  est  identiquement  nul  d'après  l'hypothèse. 

dW 

On  a  donc  —7—  =  o.  Ainsi,  le  résultat  de  la  substitution  est  indé- 
dy 

pendant  de  j,  et  par  conséquent  W  se  réduit  à  une  fonction  de  z, 
qui,  par  la  substitution  de  x  +y\J—\  à  z,  devient  P  +  Q  v/— ^« 

G.    0.    F.    D. 

S.  Relations  entre  les  dérwées  partielles  du  second  ordre. 
Les  relations  (2)  étant  identiques,  on  pourra  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  de  chacune  d'elles  :  on  obtiendra  ainsi 


d'V       d-Q 
dx'  ^  dxdy 

d'V       d'Q 
dxdy       dy''' 

d'O             d'V 

dx'  ~       dxdy' 

d'Q            d'V^ 
dxdy~       dy''' 

es  relations 

d'y 

dx'- 

d'V 

dy^' 

d'Q 

d'Q 

dx'  ~ 

dy-'' 

RÉCIPROQUEMENT,  si  l'une  des  relations  (3)  est  vérifiée  par  une 
fonction  P ,  //  sera  possible  de  trouver  une  seconde  fonction  Q  telle, 
que  V  et  Q  résultent  de  la  substitution  de  x  -\~y  \J  ~\  à  la  place  de  z 
dans  une  certaine  fonction  «p  (z). 

/dV 
-r-  dy^  on  aura 

dy  ~  dx'      dx  ~J   dx'  ^~      J    dy'   -^  ~       dy' 

Ainsi,  les  relations  (2)  sont  vérifiées  par  les  fonctions  P  et  Q,  et 
par  suite,  il  existe  une  fonction  cp  (z)  telle,  que  l'on  a  identiquement 

ç  [x  +y  i^i)  =  P  +  Q  v/=T. 
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6.  Relations  générales  entre  les  dérivées  partielles  de  P  et  celles 
deQ. 

On  tire  des  équations  (2),  en  les  différentiant  /c  —  i  fois  par  rap- 
port à  ^,  et  n  —  k  -;- 1  fois  par  rapport  à  j, 

j   dx^df'-"  ~'       dx^-'df'-'-^'^ 
^^^  '       d"Q  d"V 


(5) 


da^df'-"  dj^-' df"-"^' 

7.  Relations  entre  les  dérivées  partielles  de  P  ou  de  Q. 
On  tire  des  équations  (3)  par  la  différentiation 

^"P      _  r/"P 

djfdf'-"  ~       dx^-'d/'-"-^'' 
d"Q  d"Q 


dx'^      ~~ 

dx"-'df' 

dx"-'df'         dx"-'dr' 

d'^V 

r/"P 

r/'T                      r/"P 

<:/x"~'  df 

dx''-'dy 

~  dx"-'dj'            dx"-'df' 

d"Q 

d"Q 

d'^Q                   d"Q 

dx'^     ~ 

dx'^'Ulf' 

~  dx"-'df'            djf'-'df' 

r/"0 

d%) 

d^Q                  d"Q 

dx^df'-"  dx^-'df '-'-'■' 

Ces  équations  expriment  une  propriété  commune  aux  deux  fonc- 
tions P  et  Q.  En  y  faisant  successivement  /c  =  n,  n  —  2,  /^  —  4, . . . , 
puis  k  =^  n  —  I ,  /z  —  3,  n  —  5, . . . ,  on  obtient  : 

r/«P  d"V  d"V  d"? 


(6) 


dx"-'dj'         dx^-^dy       dx"-''dj'  dx-"-' dj'  ' 

Ainsi,  toutes  les  dérivées  partielles  de  P  ou  de  Q  d'un  même 
ordre,  dans  lesquelles  V indice  de  différentiation  relatif  à  une 
même  variable  est  en  même  temps  pair  ou  impair,  sont  égales  en 
valeurs  absolues. 

Et  si  l'on  range  ces  dérivées  suivant  un  ordre  de  grandeur  de 
cet  indice,  les  signes  4-  et  —  se  succéderont  alternativement. 


SÉPARATION   DES   QUANTITES   REELLES   ET   DES   IMAGINAIRES 
DANS   LES   DÉRIVÉES    DE  /(z). 

8.  En  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  l'iden- 
tité/(z)  =  P-i-  Q  V^— I,  nous  avons  trouvé 


/'(^>-S-§v/- 
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Cette  formule  fait  voir  que  pour  obtenir  la  partie  réelle  et  le 
coefficient  de  \/^^  de  la  dérivée  d'une  fonction,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  par  rapport  à  x  des  parties  analogues  de  cette  fonc- 
tion. En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  par  rapport  à  :c,  on 
trouve 

On  peut  donner  à  cette  expression  deux  autres  formes  et  n'y 
employer  que  la  fonction  P  ou  la  fonction  Q.  Il  suffit  d'y  remplacer 

d'après  les  relations  (4).  On  aura  ainsi 

d"V  d"V 


[n- 


djd'        dod'"'^  dy 

DIFFÉRENCES   FINIES  ET  DIFFERENTIELLES  TOTALES  DES  FONCTIONS 
P   ET   Q. 

9.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  développer  les 
accroissements  des  fonctions  P  et  Q  suivant  les  accroissements  de 
leurs  variables.  

Si  dans/(2;)  on  change  z  en  (z  + Ax4- Aj\/— i),  on  aura 

En  posant 

AxH- Aj/—^  =  /-(cosQ  +  v^ï  sinS), 

nous  aurons ,  par  la  formule  de  Moivre , 

(Ax4-Ajv/— î)""''"(cos/2  9  +  v/^sin«0). 
D'ailleurs  la  première  formule  (7)  donne 

donc  on  a 

A/(2)  =  AP4-AQ/=T 

-f-R.  +  R^v/— 1> 


NOTE    IV.  365 

et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 


8 


Up=S ^ (^cos/z9+y^zf7-sin^'0)  +  ï^.' 

I  Ât^  1 . 2 . 3 . . .  «  \  djd'  dx"  '  dy  } 

i  "«^  /•"  A/"P  r/"P  \ 

^<î  =2  riXTTT;  (iz?^  =•"«»- z?-^(F  ^H  +  •*=• 

',  I 

10.  Si  l'on  suppose  Ax  et  A/  infiniment  petits,  le  terme  général 
de  chaque  développement  devient  la  différentielle  totale  du  /z'^'"" 
ordre  de  P  ou  de  Q,  divisée  par  le  produit  1.2. 3.../?.  On  aura 
donc,  en  appelant  w  la  limite  de  l'angle  9,  et  en  observant  que 

fly 

r  =  yjdx'-^df  —  dy  \l\  H- cot'w  -^—^ 
^  -^         -^  ^  smw 


(9) 


r/"P  rf^P        . 

——7  cos/2  W  +   ■  „  ,  ■    sm«w 

c?"P  = — ^ ^ df\ 

«-/"P    .  r/''P 

— — 7  sin«w ■  „  ,   ■    cos/zw 

,„_        «x                      dx      dy  -  „ 

^«Q= —^ dy"". 


PROPRIÉTÉS   DES   COURBES  P   ET   Q.    —    POINTS  MULTIPLES. 

11.  Pour  abréger,  nous  appellerons  courbe  P,  courbe  Q,  les 
courbes  représentées  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o.  Nous  suppo- 
serons que  le  système  d'axes  auquel  on  les  rapporte  est  rectangu- 
laire. 

Une  propriété  remarquable  de  ces  courbes  est  d'avoir  chacune 
un  point  multiple  de  l'ordre  n,  toutes  les  fois  que  l'équation  pri- 
mitive/(z)  =  o  a  «  racines  égales  entre  elles.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  faire  voir  :  1°  que  les  fonctions  P  et  Q  s'annulent  avec  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusivement  quand  on  y 
substitue  les  coordonnées  d'un  point-racine  de  l'ordre  n  ;  2°  que 
chaque  courbe  possède  en  ce  point  n  tangentes  distinctes. 

12.  Premièrement,  quand /(z)  a  n  racines  égales  à  x-\-y\J--\^ 
on  doit  avoir,  i  désignant  un  nombre  au  plus  égal  à  n , 

celte  équation  entraîne  les  deux  suivantes  : 

^'P  ^'P 

=  o. 


dx'-  '      ^x'"'  dy 
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Il  résulte  de  là  et  des  relations  (6)  que  toutes  les  dérivées  de  P  d© 
l'ordre  /  sont  nulles,  et  comme  i  est  compris  entre  o  et  /z  —  i,  il  est 
donc  démontré  qu'en  chaque  point-racine  de  l'ordre  n  toutes  les 
dérivées  partielles  de  P  s'annulent  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusive- 
ment. —  Même  démonstration  pour  la  fonction  Q. 

43.  En  second  lieu,  les  courbes  V  et  Q  ont  chacune ,  au  point 
(x,  J-),  n  tangentes  clistinetes. 
Considérons  d'abord  la  courbe  P. 

On  obtiendra  le  coefficient  angulaire  -7-  =  tangw  de  la  tangente 

menée  à  la  courbe  par  le  point  [x^  y)^  en  égalant  à  o  la  différen- 
tielle totale  du  rt'"""  ordre.  D'après  la  formule  (  9  ) ,  l'équation  qu'il 
faudra  poser  sera  donc 

r/«P  f/"P      . 

C0S/2W 


^— -^ =  o. 

sm"w 

Le  dénominateur  de  cette  équation  n'est  jamais  supérieur  à  l'unité, 
et  il  ne  peut  devenir  nul  en  même  temps  que  le  numérateur  qu'au- 
tant qu'on  a 

^"P 

Mais  ce  cas  peut  être  écarté ,  car  il  suffit,  pour  l'éviter,  de  changer 
la  direction  des  axes  de  coordonnées.  Donc  si  l'on  suppose  -^\^> 
on  aura  toutes  les  solutions  de  cette  équation  en  posant 

(10)  tangww^i 


r/"P 


cLuf^^df 


et  si  l'on  fait 


on  aura 


rf»P 

djif" 


dx"~^dy 


d'où 

(II)  «  =  f^4-/--. 
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Pour  avoir  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  P,  il  suffît  de  donner 
à  n  les  valeurs  o,  i,  2, . . . ,  w  —  i,  et  l'on  obtient  n  valeurs  de  w, 

formant  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  -•  Donc 

la  courbe  P  présente,  au  point  considéré,  n  tangentes  distinctes  et 
tellement  disposées,  que  deux  tangentes  consécutives  comprennent 
un  angle  égal  à  la  /z'*""*  partie  de  deux  angles  droits. 

d4.  îl  importe  de  remarquer  qu'un  point-racine  de  l'ordre  n  ne 
peut  être  un  point  d'arrêt  on  un  point  isolé,  pour  aucune  branche  de 
la  courbe  P,  du  moins  dans  le  cas  où  la  fonction  P  est  continue.  En 
effet,  l'équation  qui  donne  tang  w  ayant  toutes  ses  racines  inégales, 
on  voit  facilement,  en  développant  P  par  la  série  de  Taylor,  que 
cette  fonction  changera  de  signe  quand  on  y  substituera  successive- 
ment les  coordonnées  de  deux  points  suffisamment  rapprochés  du 
point  N,  et  situés  de  part  et  d'autre  d'une  même  tangente. 

15.  Un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  la  courbe 
P  assignerait  aussi  à  la  courbe  Q,  en  tout  point-racine  de  l'ordre  /?, 
n  tangentes  distinctes  et  tellement  dipp'^sées,  que  deux  tangentes 

consécutives  comprennent  un  angle  égal  à  -•  On  peut  déjà  en  con- 
clure qu'entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P  il  y  a  tou- 
jours une  tangente  à  la  courbe  Q.  Mais  je  dis  de  plus  que  : 

Les  tangentes  h  la  courbe  Q  sont  les  bissectrices  des  angles  for- 
més par  les  tangentes  à  la  courbe  P. 

Pour  le  démontrer,  rappelons-nous  la  formule 


(10)  tang/zw  =  — 


cl"V 
(Ljc" 
^"P 


claf-'  dy 

En  appelant  u  l'angle  qu'une  tangente  à  la  courbe  Q  fait  avec  l'axe 
des  X,  nous  aurons  de  même 

rZr" 
(12)  tang/zu  =  - 

Or,  d'après  les  relations  (4  ), 

6te"  dx"'^  dy       dx"~^  dy  ~  cixf''' 

donc 

tang  «w  tang  «ij=  —  1; 
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d'où 


noi  —  nv  =  ±  -) 


{i3)  w-u=±i-. 


w  —  u  est  l'angle  compris  entre  une  tangente  à  la  courbe  P  et 
une  tangente  à  la  courbe  Q  la  plus  voisine,  et  l'équation  (i3)  montre 
que  cet  angle,  abstraction  faite  du  signe,  est  la  moitié  de  l'angle 

-  compris  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P. 
16.  Les  résultats  précédents  comprennent  le  cas  particulier  d'un 

I    TT 

point-racine  simple.  En  un  point  de  cette  espèce,  l'angle  —  formé 
par  la  tangente  à  la  courbe  P  et  la  tangente  à  la  courbe  Q  se  réduit 
à  -•  On  peut  d'ailleurs  l'établir  directement.  Ainsi  : 

£/i  un  point-racine  du  premier  ordre  les  courbes  V  et  Q  se  cou- 
pent à  angle  droit. 

Cette  propriété  appartiendrait  encore  aux  courbes  représentées 
par  les  équations 

P=:A,      Q  =  B, 

A  etB  étant  deux  constantes  quelconques. 


PROPRIETES  DES   COURBES  DONNEES   PAR   LES  EQUATIONS 
P~Q  =  0,     P  +  Q=o. 

M.  La  courbe  qui  a  pour  équation  P  —  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous 
les  points  dont  les  coordonnées,  subsliluées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 
donnent  des  résultats  égaux  et  de  même  signe.  En  chaque  point  de 

p 
cette  courbe  le  rapport  tt  est  égal  à  i. 

La  courbe  qui  a  pour  équation  P  +  Q  =  o  est  le  lieu  de  tous  les 
points  dont  les  coordonnées,  substituées  dans  les  fonctions  P  et  Q, 

p 
donnent  des  résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  Le  rapport  t- 

y  est  constamment  égal  à  —  i . 

Les  courbes  P —  Q,  P  +  Q  jouissent  des  mêmes  propriétés  que 
les  courbes  P  et  Q,  et  il  suffit  pour  le  démontrer  d'observer  que  les 
fonctions 
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sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /^  de  la  fonction 

=  P-Q-{-(P  +  Q)v/=^. 

D'ailleurs  p  etq  s'annulent  évidemment  avec  leurs  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  n  exclusivement,  quand  on  y  substitue  les  coordonnées  d'un 
poinl-racine  de  l'ordre  n  ;  d'où  il  suit  que  : 

£n  u/i  point -racine  de  l'ordre  n: 

1°  La  courbe  P  —  Q  a  n  tan  génies  distinctes  dont  chacune  fait 

avec  celle  qui  la  suit  un  angle  égal  a  —  ^ 

2°  La  courbe  P  H-  Q  «  aussi  n  tangentes  distinctes  qai  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

18.  Pour  construire  les  tangentes  à  nos  deux  nouvelles  courbes 
il  suffit  de  connaître  l'angle  qu'une  tangente  à  l'une  d'elles  fait  avec 
une  tangente  à  la  courbe  P. 

Soit  tang  n  t  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  à  la  courbe 
P  —  Q  :  on  a  trouvé  plus  haut 

r/"P 

(10)  tang«w= ^T^Tp-i 


dx''-'  dy 
à  cause  de  la  symétrie  du  calcul,  on  aura  aussi 


(i4) 

tang/ze  = 7- • 

d"p 

dx'"'dy 

Mais 

d^p  _ 
dx'^ 

r/«P        r/"Q        r/''P            rf"? 

f/x"         r/.:c"         dod'     '    dx'"'dy' 

d'^p  _ 

r/"P                cV'(^                r/»P 

r/"P. 

dx"-^dy  ~  dx"-^dy       dx"'^  dy  ~  dx"-^dy  "  dxf"  ' 

donc 

r/"P  r/"P 


d.jc"       dr"- '  (Ir      —  ftangww  +  i'^  /  r. 

tang«£  = 77n5 T7rvi  =  — ^ -, ''—  tang    /zw—  - 

_j/  P_      d"?       —  I  — tangww  °  \^  4 

dx"-'Uly      dx" 

d'où 

(i5)  e  =  w-i-. 

^    '  4  « 

SiLUM.  — An.,  II.  l/\ 
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De  là  résulte  que  si  Von  construit,  comme  au  n°  14,  les  tangentes 
aux  courbes  V  et  Q^  et  que  si  Von  désigne  respectivement  les  angles 
consécutifs  formés  par  ces  tangentes  par  les  ^ombres 

o,     I,     2,     3,..., 

les  bissectrices  des  angles  de  rang  pair  seront  les  tangentes  à  la 
courbe  P  4-  Q.  Les  bissectrices  des  angles  de  rang  impair  seront  les 
tangentes  à  la  courbe  P  —  Q. 

DÉMONSTRATION  d'uN  THÉORÈME  DE  M.  CAUCHY. 

49.  Traçons  autour  d'un  point-racine  N,  de  l'ordre  n,  un  cercle 
assez  petit  pour  que  dans  son  intérieur  les  courbes  P,  Q,  P  —  Q, 
P  +  Q  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes,  et,  par 
suite,  ne  puissent  s'y  couper  mutuellement  ailleurs  qu'au  point  N. 
Un  point  mobile  M  qui  parcourra  la  circonférence  dans  le  sens  direct 
de  rotation,  c'est-à-dire  en  allant  des  x  positifs  aux  j  positifs,  devra 
rencontrer  in  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant  : 

...,     P-Q,    P,    P-l-Q,    Q,    P-Q,    P,     .... 

Concevons  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  on  substitue  ses 

P  P 

coordonnées  dans  le  rapport  ^'  De  la  courbe  P  —  Q,  où  -^  est  posi- 

p 

tif  (17),  le  point  M  passe  sur  la  courbe  P,  où  pt  s'annule,  et  de  la  imme- 

p 

diatement  sur  la  courbe  P  -h  Q,  où  ^  est  négatif.  Donc  chaque  fois 

p 

que  le  point  M  traverse  la  courbe  P,  le  rapport  ^  passe  du  positif 

au  négatif.  Ce  rapport  passe,  au  contraire,  du  négatif  au  positif  chaque 
fois  que  le  point  M  traverse  la  courbe  Q. 

Donc  lorsque  le  point  mobile  sera  revenu  à  sa  position  initiale 
après  avoir  rencontré  in  fois  la  courbe  P  et  2«  fois  la  courbe  Q,  le 

P  >  • 

rapport  -^  aura  passé  2/2  fois  du  positif  au  négatif  en  s  évanouissant, 

et2/z  fois  du  négatif  au  positif  en  devenant  infini. 

Si  au  lieu  d'un  cercle  ou  d'un  contour  convexe  on  trace  une  courbe 
fermée  très-petite,  qui  présente  des  sinuosités,  le  point  mobilo 
pourra  traverser  plusieurs  fois  chaque  portion  de  la  courbe  P,  mais 
il  devra  la  traverser  une  fois  de  plus  dans  le  sens  direct  que  danr 
lesens  rétrograde,  puisqu'il  doit  revenir  à  sa  position  initiale.  Donc, 
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p 

pour  chaque  portion  de  la  courbe  P,  le  rapport  ^  passera  une  fois 

de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au  positif,  et  quand  lo 
point  mobile  sera  revenu  au  point  do  départ,  ce  rapport  aura  passé 
en  s'évanouissant  ^n  fuis  de  plus  du  positif  au  négatif  que  du  né- 
gatif au  positif.  Au  contraire,  ce  rapport  aura  passé  en  devenari^ 
infini  2 /^  fois  de  plus  du  négatif  au  positif  que  du  positif  au  négatif. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  pour  un  cas  particulier,  un  théorème 
iremarquable  dû  à  M.  Cauchy,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Le  nombre  des  poirits-racines  situés  dans  V intérieur  d' un  contour 
fermé ^  en  supposant  quil  ne  s'en  trouve  aucun  sur  ce  contour  meniez 
est  égal  à  la  demi- différence  entre  le  nombre  des  variations  {*) 

P 
descendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  ^  -,  pour 

toute  retendue  du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation. 

20.  Du  cas  particulier  que  nous  venons  d'examiner,  on  s'élève 
au  cas  général  par  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  un 
Mémoire  de  MM.  Sturm  et  Liou ville  [Journal  de  Mathématiques, 
t.  I,  p.  278)  : 

«  Soit  A  l'excès  du  nombre  des  variations  descendantes  sur  le 

p 
nombre  des  variations  ascendantes  du  rapport  tt  5  pour  un  contour  qui 

renferme  ^  racines.  Il  faut  démontrer  que  l'on  a  p—  -  A.  Or, 

»  1"  Le  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC, 
lorsque  dans  l'intérieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  même  on  n'a 
jamais  P  —  o;  alors,  en  effet,  les  deux  nombres  p  et  A  sont  tous  les 

deux  nuls,  et  par  suite  l'équation  pi  =  -  A  est  satisfaite. 

»  Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC, 
et  sur  ce  contour  môme,  on  n'a  jamais  Q  =  o;  le  nombre  \i  est  alors 
encore  égal  à  zéro,  et  je  vais  prouver  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  Eu 

p 
effet  la  fraction  -^j  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir 

au  point  de  départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du 
même  signe  que  d'abord  elle  possédait,  quand  le  mcuvement  a  com- 
mencé :  donc  cette  fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair 


(*)  J'appelle  variation  ascendante  le  chan(jement  de  si{jne  d'une  quan- 
tité qui  passe  du  négatif  au  posiufcn  s'évanouissant.  Une  variation  des- 
cendante est  le  contraire. 

24. 
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de  fois,  toujours  en  s'évanouissant,  puisque  son  numérateur  seul 
peut  devenir  nul,  et  en  passant  alternativement  du  positif  au  né- 
gatif et  du  négatif  au  positif  :  donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois 
où  elle  va  du  H-  au  ~  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  -h 
en  s'évanouissant,  est  égal  à  zéro;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

»  2°  Quand  le  théorème  de  M.  Cauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  ACDA  qui  ont  une  partie  commune  AC,  il  a  lieu  également 
pour  le  contour   total  ABCDA  formé  par  leur  réunion.   En  effet, 

p 
l'excès  A  du  nombre  de  fois  où  ^  s'évanouissant  passe  du  -h  au  — 

sur  le  nombre  de  fois  où  cette  fraction  en  s'évanouissant  passe  du  — 
au  ■+-  est  le  même,  soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA, 
soit  qu'on  parcoure  successivement  les  deux  contouis  ABCA,  ACDA, 
puisqu'à  chaque  passage  du  -h  au  —  ou  du  —  au  +,  qui  a  lieu  quand 
on  va  sur  le  côté  AC  de  C  en  A,  répond  un  passage  inverse  du  — 
au  +  ou  du  +  au  —,  quand  on  va  sur  le  même  côté  de  A  enC.  Or, 
en  supposant  que  le  nombre  des  racines  soit  égal  à  f/  dans  le  con- 
tour ABCA,  et  à  p"  dans  le  contour  ACDA,  on  a  A  =  i^i'  pour  le 
premier  de  ces  contours,  et  A  =  2//-"  pour  le  second,  puisque  le 
théorème  de  M.  Cauchy  est  supposé  applicable  à  l'un  et  à  l'autre, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  il  résulte  de  là  que,  pour  le  contour 
total  ABCDA,  on  a  A  ==  2  ( p.'4-  p,")  ;  donc  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  vrai  pour  le  contour  ABCDA  qui  renferme  p/+  f/."  racines. 

»  Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés, 
pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ces  contours:  c'est  ce 
qu'on  verra  en  réunissant  ces  contours  successivement  deux  à  deux, 
comme  on  peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

»  3°  Étant  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divisé  :  I.  En  contours  convexes  tracés  autour  de  chaque 
racine  contenue  dans  l'intérieur  de  ABC,  assujettis  aux  conditions 
énoncées  n**  19  ;  II.  En  contours  semblables  à  ceux  dont  on  a  parlé  (1°), 
c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'a  jamais  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o.  Le 
théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles on  divise  le  contour  ABC;,  aura  lieu  pour  ce  contour  même 
ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

»  Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

»  Toutefois,  nous  excluons  formellement  le  C3S  particulier  où,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  à  la  fois  P  ==  o,  Q  =  o: 
ce  cas  particulier  ne  jouit  d'aucune  propriété  régulière,  et  ne  peut 
donner  lieu  àaucun  théorème;  car,  dès  qu'on  l'admet,  l'excès  A  peut 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  que  le  nombre  fx  varie;  de  sorte 
qu'il  n'existe  alors  entre  fx  et  A  aucune  relation  constante.  » 
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ASYMPTOTES  DES  COURBES  P,  Q,  P  —  Q,  P  +  Q,  DANS  LE  CAS  OU  P 
ET  Q  SONT  DES  FONCTIONS  ALGEBRIQUES  ET  ENTIÈRES.  —  THEOREME 
SUR   LE   NOMBRE   DES   RACINES  d'uNE   ÉQUATION  ALGEBRIQUE. 

21 .  Soit  une  équation  algébrique  et  entière  de  degré  m, 

f{z)  =  (A„  -f-  B„v/^)  z'^  +  (A.  H-  B, v/^)  ^"'''  +  •  •  • 

H-(A,„  +  B„y=T)  =  o; 
si  nous  posons 

z  =  a:  -\-x\/—i  =  r  (cosw  -!-  v/— isinw), 

K  +  B«/-^=  P«  (cosa„  -h  v/^sinaj, 
nous  aurons 

/(^+js/=T)  =  P4-Qv/=^ 

=  p/-'"[cos(a  -f-/w&>)  -i-v/~^sin(a  -r  /ww)] 

H-  p,  r"'~'jcos[a,  -h  (/«  —  i)  w]  -!-  sj  —  I  sin [a,  -4-  (/w  — i)  w]  '  4-. .., 
d'où 

P  =r  p/''"cos(a  +  /7?w]  +p,r'"-*C0s[a,  +  (w  —  1}  w] 

+  P2/-"'-^C0s[a^-}-(m  —  2)wJ  -r.  .  ., 
Q  =  p/-'"sin  (a  -\-  ww)  H-  p,  /-'"-'sin  [a^  -|-  (/?/  ~  i)  w] 

H-p2/''"~^sin[a2  +  (/72  —  2)w]-h 

Les  polynômes  P  et  Q  ainsi  définis,  nous  allons  chercher  les 
asymptotes  des  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o. 

22.  Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  d'une  courbe  al- 
gébrique de  degré  m  s'obtiennent  en  égalant  à  o  la  somme  dos 
termes  de  son  équation  qui  sont  du  w'""^  degré,  après  y  avoir  fait 
X  =  rcosw,  f  =  rsinw. 

Or,  les  termes  du  m^""" degré  dans  les  polynômes  P  et  Q  proviennent 
évidemment  de  la  substitution  de  x+jy/— ^  à  la  place  de  z  dans 
le  terme  (A^  -}-B^\/—i)  z'"  de  l'équation /(z)  =  o.  Donc,  si  réser- 
vant w  pour  désigner  l'angle  qu'une  asymptote  à  la  courbe  P  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  appelle  u  l'angle  analogue  relatifà  la  courbe  Q, 
on  obtiendra  w  et  u  en  posant 

p/'"'C0s(a-f-/;2w)  =  o,     p7''"sin(a  4-wrj)  —  o, 
d'où  l'on  tire 

a  -    7T  I     TT 

(16)  W  = [- A' 1 )      x> - 

^     '  m  m       1  m 


a 

-h/?- 

7r 

__ 

w  — 

I 

TT 

/;/ 

/// 

2 

m 

374  COURS  d'aivalyse. 

23.  Quand  l'équation  d'une  courbe  du  degré  m  est  telle,  qu'on 
puisse  faire  disparaître  les  termes  du  [m  —  iY"""  degré  en  posant 
X  =  x' -\- x^,  y  ■=  y -{-f^^  on  sait  que  toutes  les  asymptotes  de 
cotte  courbe  passent  par  le  point  (.2?,,  j,). 

Les  courbes  P  et  Q  sont  dans  ce  cas. 

En  effet,  si  dans  l'équation /(z)  =  o  on  fait  z=z'  +  ^,  + j,  y/ — 1, 
U  suffira,  pour  faire  disparaître  le  terme  en  z'"'-\  de  poser 

[   A, -f-B,  v^^ 


^1  +  Ji  V^—i  = 
ou  bien,  séparément, 


A„  -t-  i3„  ^-_- 


m       A^  +  B^      '     •^'  m       A^  +  li^ 

La  transformée  en  z'  n'ayant  pas  de  termes  du  [m  —  lY""'^  degré, 
les  polynômes  P,,  Q,,  analogues  à  P  et  à  Q,  que  l'on  déduit  de  cette 
transformée  en  posant  z'  =  x'  -I- j' y/— 1 5  n'auront  pas  non  plus  de 
termes  de  ce  degré. 

Mais  il  est  évident  que  P,  et  Q,  sont  ce  que  deviennent  P  et  Q 
quand  on  y  fait  x  —  x'-{-x^^  y  =  j'-f- j,.  Ainsi,  les  polynômes  P 
et  Q  perdent  leurs  termes  du  degré  m  —  1  par  ce  changement  de 
variables,  et,  par  suite,  toutes  les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q 
passent  par  le  point  (^,,  jj. 

24.  Des  formules  (16)  il  résulte  :  1°  que  les  deux  courbes  P  et  Q 
ont  chacune  m   asymptotes  distinctes  ;  2"  que  deux  asymptotes 

consécutives  de  l'une  d'elles  comprennent  un  angle  égal  à  —  5 

dont  la  bissectrice  est  une  asymptote  de  l'autre  courbe  (*). 

La  construction  des  asymptotes  est  donc  la  même  que  celle  des 
tangentes  en  un  point-racine  de  Tordre  n. 

Les  équations  qui  donnent  tangw  et  tangu  n'ayant  que  des  ra- 
cines inégales,  les  asymptotes  ainsi  obtenues  sont  bien  réelles  et 
s'approchent  indéfiniment  des  courbes  P  et  Q,  tant  du  côté  de  l'in- 
fini positif  que  du  côté  de  l'infini  négatif. 

25.  Les  courbes  P  —  Q,  P  +  Q  ont  aussi  chacune  m  asymptotes . 
qui   passent  par  le  point  [x^,  y^).  Leur  position  par  rapport  aux 
asymptotes  des  courbes  P  et  Q  est  la  même  que  celles  des  tan- 
gentes  n°  18.  Il  résulte  de  là  que  si  du  point  (x,,  j,)  on  décrit 


{*)  Ces  propriétés  des  asymptotes  ont  été  remarquées  par  Gauss  et 
publiées  par  lui,  en  1799,  dans  une  thèse  intitulée  :  Demonsiratio  nova 
theoreniatis omnemfonctionem  algebraicam  ralionnlem  inic-gram  unius  varia- 
bilis  injactores  reaies  primi  vel  secundi  gradus  resoh'i  passe.  Helmstadîi. 
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un  cercle  assez  grand  pour  que,  près  de  sa  circonférence,  leF 
courbes  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  asymptotes,  un 
point  mobile,  parcoar^nt  ce  cercle  dans  le  sens  direct  de  rotation, 
rencontrera  im  fois  chacune  des  quatre  courbes,  et  toujours  dans 
l'ordre  suivant  : 

...,    P-Q,    P,    Ph-Q,    Q,    P-Q,.... 

Par  conséquent,  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des- 

p 
cendantes  et  celui  des  variations  ascendantes  du  rapport  jr  sera 

égale  pour  ce  contour  à  im.  Le  nombre  des  points-racines  qu'il 
renferme  est  donc  égal  à  w,  et  comme  au  delà  les  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  on  en  conclut  que  toute  équation  algém 
brique  et  entière,  de  degré  m,  a  coefficients  quelconques,  admet 
m  racines  de  la  forme  a  +  6  \J —  1 . 

PROPRIÉTÉS  DES   SURFACES   DONNÉES   PAR   LES  ÉQUATIONS 

26.  Si  dans  l'intégrale  définie  (475) 

f[a)d^-^iT.f{o\ 


£ 


OÙ  u  tient  la  place  de  x  -hx\/—-i  —  r  (cosô  -|-v/~isin9),  on  sup- 
pose /( m)  de  la  forme  4)  [u]  -i-  T  ( «)  y/—  '-  -,  ^  (")  et  ^  ( m)  étant  des 
fonctions  réelles  de  m,  on  aura  séparément  : 

J/»27r  /»27r 

'  Pr/G=:   27r(I>(0),         /  Qr/9r=:   2  77T(0), 

0  c/0 

P  et  Q  ayant  toujours  la  même  signification,  mais  devant  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  réelles  de  rsinôet  de  rcosô. 
Voici  une  conséquence  remarquable  de  ces  formules  : 
Soit  V  le  volume  d'un  corps  compris  entre  la  surface  2  =  P,  le 
plan  xy  et  un  cylindre  droit  ayant  pour  axe  l'axe  des  z  et  /•  pour 
rayon.  On  aura 


V-.  f  j  r?drd9=  frdO  f'''^VdO  =  iiz^{o)  f 
J  J  Jo  Jo  Jo 


r 
rdr 


et  enfin 

V=:7rr^a)(o). 

Ainsi  le  volume  considéré  est  égal  à  celui  d'un  cylindre  ordinaire, 
de  même  base  et  ayant  pour  hauteur  <?  (o). 
En  appelant  U  un  volume  analogue,  dans  lequel  la  surface  z  —  Q 
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remplacerait  la  surface  z  =  P,  on  aurait  de  même 

Dans  le  cas  oiî  la  fonction  f{ii)  est  réelle,  ce  volume  est  con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27.  Les  courbes  données  par  les  équations  P  =  o,  Q  =  o,  ne 
sont  pas  les  seules  qui  puissent  servir  à  représenter  par  leurs 
intersections  les  racines  de  l'équation  f[z)  —  o.  En  effet,  on  ne 
change  pas  les  racines  de  cette  équation  en  multipliant  son  premier 
membre  par  une  constante  réelle  ou  imaginaire.  Or,  le  premier 
membre  de  l'équation 

(./  +  èv/^)/(3)==0 

se  changera  pour  z  =  x  -\-f  \f^\  en 

«P-^0  +  (^P  +  «Q)\/--^, 

et  les  courbes  données  par  les  équations 

P,  --=  ^P  -  èQ  =  o,    Q,  =  Z-P  +  «Q  =  o 

se  couperont  aux  points-racines  de  la  proposée. 

Les  courbes  P,  et  Q,  jouissent  des  mômes  propriétés  que  les 
courbes  P  et  Q,  et  si  l'on  ajoute  à  cette  remarque,  qu'en  chaque 

P  b 

point  de  la  courbe  Pj  le  rapport  t^  6st  égal  à  -5  on  aura  deux 

théorèmes,  qui  pourront  s'énoncer  d'une  manière  abrégée  comme 

il  suit  : 

p 
Le  rapport  j-  a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  (Van  poly- 
gone régulier  infiniment  petit  de  in  côtés,  dont  le  centre  est  un 
point-racine  de  l'ordre  n. 

P 

Le  rapport  -^a  la  même  valeur  à  tous  les  sommets  d'un  poly^ 

gone  régulier  infiniment  grand  de  1  m  côtés  dont  le  centre  est  le 
point  de  concours  des  asymptotes.  —  Le  dernier  théorème  n'a  lieu 
que  dans  le  cas  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  et  entières 
de  degré  m. 

28.  Tous  les  théorèmes  démontrés  dans  cette  Note  ne  s'appliquent 
qu'aux  fonctions  que  M.  Liouville  appelle  bien  déterminées^  c'est-à- 
dire  à  celles  qui  ne  prennent  qu'une  seule  valeur  pour  chaque  va- 
leur de  la  variable  z  =:  x-\- y^J—\^  et  qui  varient  d'une  manière 
continue  quand  le  point  (x,  j)  se  déplace  suivant  une  courbe  quel- 
conque. 
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NOTE  V. 

EXERCICES    SUR    LA    RECTIFICATION   DES    COURBES    PLATEES, 
par  M.  E.  Prodhet. 


Formule  pour  la  rectification  des  arcs.  —  Approximation  des  arcs.  — 
Transformation  des  arcs  de  courbe.  —  Courbes  rectifiables. 


FORMULE   POUR   LA  RECTIFICATION  DES  ARCS  DE   COURBE   PLANE. 

1.  Soient  AB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  AB  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lieu  des  points  P,  s^ob- 
ticnt  enjoignant  le  point  P  au  milieu  de  la  droite  OM. 

2.  Si  l'on  désigne  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  par  w  Vangle 
que  cette  droite  fait  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

a  M 

Cela  résulte  de  ce  que  PM  est  égale  à  la  sous-normale  de  la  po- 
daire  (c'est ainsi  qu'on  nomme  le  lieu  des  points  P),  quand  on  con- 
sidère/? et  w  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de  courbure,  on  aura 

(P_p 


CQ=d=— , 


car  le  point  Q   appartient  à  la  podaire  de  la  développée  de  la 
courbe  AB. 

4.  Si  Von  désigne  F  arc  AB  par  s,  et  par  a  et  ^  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  et  ^  font  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

s^£,.l.  =  J^'\0P ±  CQ)  <l'^-^£{l>  +  Ç^  rf- 

5.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  quand  les  extrémités  de  Va^c  AB  sont  égale- 
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ment  distantes  des  points  correspondants  de  la  podaire,  on  a 

(II)  s=    /     pdt^, 

J  a. 

Conséquence  de  (2)  et  de  (4). 

6.  La  formule  (I)  ne  change  pas  cpiand  on  change  p  en 

p  -{-  a  coso  +  b  sin  w. 
Analyliquement  cela  résulte  de  ce  que 

z^=  a  CCS  tù  -\-h  sin  w 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation 

z-\-    ,2  =  0; 
(lui 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  Ton  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 

APPROXIMATION   DES  ARCS   DE   COURBE. 

7.  Soient  AB  un  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe j  rs  l'angle  des  normales  extrêmes,  en  désignant 
par  P(,.  Pj,  p^,  . , . ,  p^^j  les  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor- 
male au  point  A  les  angles  0,-5  — 1  —  ?  •  •  •  5  on  aura 

'  ^         ^  in    2/7    in 

AB >  t^T  iPojJiPi±lH:>-+ip^ 

n 

AB<t:rPi-±.P^±^:±-e£"-, 
n 

si  d'ailleurs  -~^  est  négatif  pour  les  valeurs  de  w  comprises  entre 
G  et  rs. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  pr/w  peut  être  consi- 
déré comme  l'aire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  w  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p^. 
Pi,  p,.  —  ,  /?2,,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  d'un  po- 
lygone équiangle  circonscjit  à  la  courbe  AB,  on  aura 


AB  ---  lim  .  ift  +  A+/>.+--.  +  iA, 


n 


pour  /z  =  c3  , 


AB  -  lim  u  Z^'+A-^  "-'-^Pjn-x  po„r ,3  ^  ^ 


\p.- 

^-A-t-AH-- 

• --1-7/^2, 

n 

p. 

_._;,^4-...4- 

A.-.. 
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9.  Soit  CD  «/z^  droite  partn^^ée  au  point  E  ^/?  deux  segments, 
CE  =  <7,  CD  =  b.  Si  Von  partage  en  i  n  parties  égales  la  demi- 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  Pan  désigne 
par  Po^Pt , . . . ,  p^„  les  droites  menées  du  point  E  aujn  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  P ellipse  ayant  ia  et  ib  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  :  la  première 


et  la  seconde 


Le  théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le  pro- 
longement de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  a,  ED  =  b. 

10.  La  moyenne  des  distances  d'un  point  pris  dans  le  plan  d\in 
cercle,  aux  sommets  d\in  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  cPune  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et  la  plus  courte  distance  du  point 
a  la  circonférence,  divisé  par  'itc.  —  Cas  où  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9). 

\\,  Le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  ia  et  Q.b,  a1>  b, 
étant  désigné  par  E,  on  a 

E>27r^,  E<'27r<7 


E> 

a-hb 

2  7r- .j 

'1 

E<27 

,E<27 

_  y/art 

) 

•2 

E> 

_a-^b-\-\/ia-+' 
4 

'ib' 

y.=. 

-\-b^-\-\\/ia^-\-iia 

2 

'b'+1b' 

1 

Conséquence  de  (9). 

TRANSFORMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

42.  Si  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et«,  b^  des  points 
pris  sur  les  droites  AA',  BB',  de  telle  sorte  que 

ka  _   B/>  _  m 
k^''  Yb  ~  Ti' 
on  aura 

,       /zAB±/;/A'B' 

ab  =  ■ 

m  4-  n 

On  prendra  le  signe  --h  si  les  droites  AB,  A'B' sont  dirigées  dans 
le  môme  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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J3.  Si  plusieurs  polygones  ABCD. . . ,  A'B'C'D'. . . ,  A"B"C"D''. . . , 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles  y  si  a  est  le  centime  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A", . . .;  b  celui  des  sommets  B,  B', 
B", . . . ,  et  ainsi  de  suite  y  le  polygone  abcd. . .  aura  ses  côtés  paral- 
lèles à  ceux  des  premiers  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  théorème  12, 

14.  Soient  C,  C,  C",...  plusieurs  courbes,  A,  A',  A",...  des  points 
appartenant  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
en  cespomts  soient  parallèles.  Soit/?  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  A',  A", . . .  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A',.  •  •  ^^  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujorns  les  conditions  précédentes,  Varc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', ... ,  en  prenant  avec  le  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens. 

15.  Etant  donné  un  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  d'espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  l'arc  AB. 
Soit  A'B'  ce  que  devient  AB  quand  en  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-som.me  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par.  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura  une 
courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéfiniment  cette 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  même 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle- de  plus  en  plus 
petit  et  qui,  par  conséquent,  difTéreront  de  moins  en  moins  d'une 
ligne  droite. 

16.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  tz  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB,  posons /?  =  /(&>)  :  on  a 
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On  aurait  encore 


c  r''[/(aw)+/"(aw)]./w. 


Soit/?,  =/,(f^)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 

La  fonction/,  est  donc  donnée  par  une  équation  différentielle  linéairo 
du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES   RECTIFIABLES. 

17.  Trouver  une  courbe  connaissant  sa  podaire. 

Si/?  =/(w)  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 

courbe  cherchée  et  0  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  fixe 

auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  w  entre  les  deux 

équations 

,        i    dp  ,         ,       dp^ 

°  ^  '       p  dtù  '  r/w- 

18.  Si  Pon  prend  f  [(à)  égal  à  la  dérivée  d'une  certaine  fonction 
F(co),  V élimination  précédente  donnera  une  équation 

^(/•,Ô)  =  o, 

cjui  représentera  une  courbe  rectifiable. 

19.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rectifiable  si  Von  trouve  une 
fonction  M  de  x  telle,  cpie  Pon  puisse  trouver  en  termes  finis  les 
intégrales 

\\ldx^        I  —  dx. 

Il  suffira  de  poser 

r=-   I  ~ /  Mdx. 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  aaf\  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
rie  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 
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NOTE  YI. 


SUR    LA    RÉDUCTION    DES    SOMMES    AUX    INTÉGRALES, 
par  M.  Prouhet. 


Formule  fondamentale.  —  Application  de  cette  formule  aux  fonctions  en- 
tières,—  aux  fonctions  fractionnaires, —  aux  fonctions  transcendantes. 
—  Théorèmes  à  démontrer. 


FORMULE   FONDAMENTALE. 

i.  Soient/(x)  une  fonction  quelconque  et/?  un  nombre  entier  posi- 
tif. Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  f{n)  telle,  que  Ton  ait 

(i)   ^{n)  ^f[x)  ^-/(.rH-  h)  M-/(x-f-2/0  -f-.  ..4-/[^  -\-[n-i)hl 

Posons 

(2)  -K'0=/'(^)-i-/'(^-H-/^}-i-/'(^+^/0+----t-/T^+(/r--i)//]. 

Il  en  résultera 

(3)  ^[n  -\-\)  ~  <^[n)  =^  f  [x  +  nh), 

(4)  •h\n-i-i)~-y^n)  =^j"{x-^-nh). 

La  fonction  <p  doit  satisfaire  à  l'équation  (  3  )  pour  des  valeurs  en- 
tières de  n  ;  mais  il  est  clair  que  cette  condition  sera  remplie  à  plus 
forte  raison,  si  l'on  obtient  une  fonction  ^  telle,  que  l'équation  (3) 
soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  que  l'on  mettrait  à  la  place  de /?. 
Alors  l'équation  (3)  est  identique.  On  pourra  donc  prendre  les  déri- 
vées des  deux  membres  par  rapport  à  /?,  et  l'on  aura 

(5)  <^'{u-\-i)~r^'{n)^-.hf'[x-\-nh), 
et,  en  comparant  avec  l'équation  (4), 

(6)  ^'[n  +  i)  -  ^'[n]  =  /r{{n-j-i)  ~  /i-!,{n). 

Si  maintenant  nous  changeons  successivement  nen/i-{-i,n  I-  5. , . . . , 
n  -h  /',  nous  aurons,  en  ajoutant  les  résultats, 
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ou  bien 

(7)  ^'{n)  ~  /i^{n)  =  r^'{u  -^  Â-)  ~  h'^  {n  ^  A), 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  indépendant  de  X-;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  second  :  mais  ce  dernier  est  une  fonction 
de  n  -i-  A,  et  il  ne  peut  pas  être  indépendant  de  A  sans  l'être  de  n. 
Donc  l'égalité  (7)  sera  satisfaite  si  l'on  pose 

(8)  o'{n)-/i-b{n)=c, 

c  désignant  une  constante,  c'est-à-dire  un  nombre  indépendant  de  n. 
En  désignant  'f  (/^)  par  S/(x)  et  ^î^(«)  par  Sf'[a;),  on  aura 

^S/(x)=/^S/'(x)  +  r, 
et  en  intégrant, 
(I)  Sf{x)=hjsf'{a:)d;i-hcn, 

formule  qui  fait  dépendre  la  sommaion  de  la  fonction /(x)  de  la 
sommation  de  sa  dérivée.  On  n'ajoute  pas  de  nouvelle  constante , 
parce  que  S/(^)  doit  être  nulle  pour  /z  =  o. 

APPLICATION  AUX   FONCTIONS   ENTIÈRES. 

2.  Supposons  que  /(x)  soit  une  fonction  entière  du  degré  m; 
alors /'"(a;)  est  une  constante  A,  et  Pon  a  tout  d'abord 

S/"'(x)  =  A/z, 

d'où  l'on  tire  successivement,  en  appliquant  la  formule  (I), 


S/'"-(^)  - 


1.2 


1.1.3  1.2  I 

Ah'n'         K/Pf?'        BJin'       B.n 


1.2.3.4        1.2.3  1.2  I 

et  enfin 
•^  ^    '  ~~  1.2.3. .  ./;/(/y/  +  i)  ~^  1.1.3..  .ni 


1 . 2 . 3 ...(/«  —  1  )  1.2  1 

B,2  B^,. . .,  B^^  sont  des  constantes  dont  les  valeurs  se  détermineront 
successivement,  à  chaque  intégration,  en  faisant  /^  =  i. 
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3.  On  trouvera  très-facilement  par  ce  moyen  les  sommes  des  puis- 
sances des  n  premiers  nombres.  En  désignant  ces  sommes  par  S^ , 
Sj ,  S2 , . . . ,  on  aura ,  en  général , 


II)  S,,  =  /«  r"s_,r//2  +  c; 


on  a  d'abord 

S  = 


et  en  intégrant, 


b,  = 1-  en, 

'        2 


Pour  déterminer  c,  on  fera  /z  =  i ,  ce  qui  réduit  le  premier  membre 
à  I  :  on  aura  donc  i  =  -  +  c,  d'où  c  =  - ,  et 


s,  =  ^4.  5. 

'  2  2 

On  aura  de  la  même  manière 

S'  =  ¥  +  T  +  ^"=¥  +  T  +  6' 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  formule  (II)  présente  un  grand  avantage  sur  la  for- 
mule du  n°  743  qui  fait  dépendre  chaque  somme  de  toutes  les  sommes 
d'un  indice  moindre.  En  partant  de  la  valeur  de  S^,  donnée  au  nu- 
méro cité ,  on  trouvera  facilement 


^  ~  9  "^  2  "^    12         12' 

^«-y'+'T  +  ir- ir  +  4^' 

^'""  8-^2    '    .2        24  +12' 

„         if    ,    n^       2/z'        'jrv'       iiv'        n 
^«       ^-^2-^    3          i5  +    9         3o' 

^^      10  "~  2  +   4         10  +  2       20  ' 

/2"    ,  /?'»       5/2^         ^                n'       5n 
^-"77-^2+    6         '^+'^        2        66' 

^            72'^    ,    /?"           1172"»           ll/i^           II /2«           11/2' 

+  '"' 

""          12"^    2   "^       12                   8          '          G                   8 

12 

JN'OTE    VI.  38 

APPLICATION  AUX   FONCTIONS   FRACTIONNAIRES. 

4.  Posons 
On  a  trouvé  (  741  ) 


S/(x)  = 

~-ù^-- 

r 

n[n-\ri) 

On  aura  donc 

,-^S/(.)  = 

I 

[n-^iy' 

De  là  résulte 

I 
/^  -i  - 1 


^;7qr^  =  s/'(x)-i-r. 

Pour  déterminer  la  constante,  faisons  n  =  i:\e  premier  membre  se 
réduit  à  ^  et  S/'(^)  à  -  -;  donc  c  =  i,  et,  par  suite, 


1/1  -^  i 


(/^  +  I)=^  K'.a^       2^3^      '*•      /2^'(";7T"ir' 

ou  bien 

APPLICATION  AUX   FONCTIONS   TRANSCENDAiNTES. 

5.  Soient 

la  formule  (I)  donnera,  en  remarquant  que/'(^)  =  e''  =  r, 
dr 

équation  dont  l'intégrale  est 

J=r   c'c"—c. 
Stuam.  — w«..  il.  ^/j 
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Les  constantes  se  déterminent  en  faisant  n  —  o,  n  ~  i ,  ce  qui  donne 


d'où  l'on  tire  c  =  c' —  ~ ?  et,  par  conséquent, 


e  — I 

-.'-  ^  -h  e^  -h . . .+  e"-'  = 7 

e  —  I 


formule  connue. 


6.  Comme  dernière  application,  nous  allons  faire  voir  comment 
on  peut,  par  le  moyen  de  la  formule  (I),  ramener  à  une  question 
de  calcul  intégral  ordinaire  la  sommation  d  une  classe  très-étendue 
de  fonctions  transcendantes. 

1°  Soient 

u'  étant  la  dérivée  de  u.  La  formule  (1)  donne  immédiatement 

équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  ramène  ^ue''^  à  'èii'e''^ 
Si  donc  it  est  une  fonction  algébrique  et  entière  de  x ,  alors  y  dé- 
pendra, en  dernière  analyse,  d'une  équation  de  la  forme 

(h 
dn 

qui  s'intègre  immédiatement. 

2."  Soient 

y  =.^11  sin^.r ,     2  =  Sw  cos^^, 

y^  ~  '^a'sinhx,     z,  =  Sw'cos^o:; 
en  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite, 
dy      ,     , 

Cette  seconde  équation,  linéaire  et  du  second  ordre,  ramène  donc 
'èiiûnhx  à  Su' smbx  et  à  Su' cosbx.  On  pourra  donc  trouver 
Sm  sin^jT,  par  une  suite  de  semblables  réductions,  quand  u  sera  une 
fonction  de  x  algébrique  et  entière. 
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3"  Soient 

y  —  ^uff''  sinè.r,      z  —  Sue""  cosbx, 
j\  —  S  m'  e'"  si  II  ba; ,     z^  =  Sll'  e"""  cos  bx  ; 
on  aura 

dy 

rélimination  de  z  entre  ces  deux  équations  donnera  une  équation  du 
second  ordre  et  fera  dépendre  jr  de  j,  et  de  z^.  Il  sera  donc  possible 
d'obtenir  les  intégrales  demandées  quand  u  sera  une  fonction  algé- 
brique et  entière. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  puissances  de  sin^x  et  de 
cos^j:'  peuvent  s'exprimer  en  sommes  de  sinus  ou  de  cosinus  des 
multiples  de  bx ,  on  conclura  des  trois  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner la  possibilité  d'obtenir 

S/{  ^ ,  sin  ^x ,  cos  bx ,  <?'"' } , 

lorsque  la  fonction  /  sera  algébrique  et  entière. 

THÉORÈMES  A  DEMONTRER. 

7.  Si  m  est  un  nombre  impair,  on  aura 

S^.z=/2='(,7-f-l)^r^[/z(/2-f-l)], 

9  désignant  une  fonction  entière. 

8.  Si  m  est  un  nombre  pair,  on  aura 

S,„  ^n{n-\-i)  [in  + 1)  ç  [«  (/z  -j-  i)] , 
(p  désignant  une  fonction  entière. 

9.  Soient  .?,„  la  somme  des  n/^'""  puissances  des  nombres  entiers 
premiers  à  F  entier  n  et  inférieurs  à  ce  nombre^  c  la  constante  qui 
entre  dans  la  jormule  (II),  P(/)  V expression 

{i-a^]{i-b^)...{i--l'), 

<7,  b,. .. ,  l  étant  les  facteurs  premiers  de  n\  on  aura 


s^  ~  m 


I     ^,„-i (^u  -{-cV[n~i)x  n. 


On  conclut  de  là  que,  pour  obtenir  5„,,  il  suffit  de  multiplier  les 

25. 
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termes  du  développement  de  S^ ,  ordonné  par  rapport  aux  puissances 

décroissantes  de  /?,  respectivement  parP(  — i),  P(o),  P^ï)  , On 

a  ainsi,  en  observant  que  P(o)  =  o, 

et  ainsi  de  suite.  [Voir  pour  cette  dernière  question  un  article  de 
M.  Thacker  dans  le  Journal  de  Crelle ,  t.  XL,  ou  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  i™  série,  t.  X,  p.  324-) 


TABLE 


DES   DÉFINITIONS,    DES    PROPOSITIONS   ET   DES 
FORMULES   PRINCIPALES 

CONTENUES 

DANS  LE  SECOND  VOLUME  DU  COURS  D'ANALYSE. 


TRENTE-SEPTIEME  LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION    ET    INTÉGRATION   SOUS    LE   SIGNE.    —    DÉTERMI- 
NATION   DES    INTÉGRALES    DÉFINIES. 

448   à  4o0.    DiFFÉRENTIATION   d'uNE   INTÉGRALE  DÉFINIE  PAR  RAP- 
PORT A   SES   LIMITES. 


11=        f[x)  dx, 
Ja 

du  =  -f{a)da-hf{b)db. 


431   et  452.   Différentiation   d'une   intégrale   définie   par 

RAPPORT  A   UN   PARAMÈTRE   VARIABLE. 


u=       f[x,t)dx. 
Ja 


Suivant  que  les  limites  a  Qi  b  sont  indépendantes  de  i,  ou  dépen- 
dent de  /,  on  a 

du       r^dflx,  t)  ^ 

dt      Ja         dt 
ou        • 

-j-dx. 

4S3.  Interprétation  géométrique. 

4d4.  Différentiation  d'une  intégrale  indéfinie  par  rapport 

A  UN   paramètre  variable. 
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45o  et  456.  Intégration  sous  le  signe. 

>b         r^d  rd         /^b 


4d7  et  458.  Détermination  de  l'intégrale    /     sixfxdx. 


1 
2 

'dx, 


Soit  n  pair  :  nous  aurons 

77    I    3    5        /?  —  I 


"      Si    2    4    6  n 

^'"+'  ""3*5*7"*  ''-^■ 


459.  Formule  de  Wallis. 


7:      a    2    4    4    6 
'2  ~"  I     3    3    5    5 


TRENTE-HUITIEME  LEÇON, 

suite  de  la  détermination  des  intégrales  définies. 

460.  Intégrales  eulériennes  de  seconde  espèce.  —  On  donne- 
le  nom  d'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  à  l'intégrale  définio 


r  {«)  ==  /      x^-^e-'^dx. 


On  doit  supposer  n  positif. 

461.  On  a 

r(/2-hi)  =  nT[n). 

462.  Pour  n  entier  et  positif 

Y[n)  =i.2.3...(/z  — i). 

463.  On  a 


DES    MATIÈRES.  Spi 

46  i  à  46(3.  Intégrales  qui  se  déduisent  d'une  intégrale  connue 
par  la  différentiation  sous  le  signe. 

467.  Intégrales  déduites  d'autres  intégrales  au  moyen   de 
l'intégration  sous  le  signe. 


00  ^-«-^—^-«x                             cr-\-lj' 
cos  uxdx  ■—  -  I  — — 


£ 

Jo  ^ 

I      smbx  clx  =  arc  tang  t  —  arc  tang 


468. 

Jo  ^  c 

469. 


470.  On  a 


X  2 


pourvu  que  b  soit  >  o.  Si  l'on  avait  6  <o,  le  second  membre 


serait  

2 


471.  Emploi  de  considérations  géométriques  four  la  déter- 
mination DE  certaines  intégrales  DÉFINIES. 

'       c~^  dx=  -v/îT. 
o  ^ 

472. 

^r  /       /(-^j  J)  f/^  =  /         /    /(rcosO,  rsinô)  rr/ôfifr. 

0  t/O  f/O         c/0 


473. 


e''-'  dx  =  \/7r. 

-  oo 

474.  Si/(J7)  =:y(_jc),  en  aura 

rcc  /»00 

f{x)dx=.i  f[x)dx. 

^  —  co  «/o 

Si/(—  x)  —  —f{x),  on  aura 


x)  r/x  =  o. 
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475. 

476.  Emploi  des  imaginaires. 

Jo 
En  posant  a  =  ay/— i, 

Jo 

Ail.    LXTÉGRALE    OBTENUE    A    l'aIDE    d'oNE    ÉQUATION    DIFFEREN- 
TIELLE. 


î: 


TRENTE-NEUVIEME  LEÇON. 

SUITE   DES    INTÉGRALES    DÉFINIES.    —    INTÉGRALES    EULÊRIENNES. 
478.   MÉTHODE  DE  GaUCHY.  —  FORMULE  FONDAMENTALE.  —  SoiCRt 

z  une  variable  imaginaire,  /-son  module  et  p  son  argument,  en  sorte 
qu'on  ait 

z  =  r  (cosp  +  y/—  I  sinp)  =  re^^-^ . 

Soit/(z)  une  fonction  de  z  qui  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  sa 
dérivée,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  r  est  inférieur  à  une 
certaine  limite  R.  Supposons,  en  outre,  qu'en  laissant  le  module 
constant  et  en  faisant  croître  l'angle /;>  d'une  manière  continue  depuis 
une  valeur  quelconque  a  jusqu'à  la  valeur  a  +  avr,  la  fonction  re- 
prenne, pour  /?  =  a  4-  2  77,  la  valeur  qu'elle  avait  pour  p  =-.  a.. 
On  a  la  for i mile 

,      /»a  +  27r 

pour  tout  module  r  moindre  que  R. 

£a  -H  27r 
f{z)dp  est  indépendante  du   mo- 

du  le  r. 
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480. 


(Il) 


481. 


(IIÏ)  f[x)  =  -1-    T"^  ^""{(.r  -^  re"^-)  dp, 

482  à  48Î5.  Applications  des  formules  précédentes. 

486  et  487.  Développement  des  fonctions.  —  Une  fonction  F  [x) 
d'une  variable  x,  réelle  ou  imaginaire,  peut  être  développée  en 
série  convergente  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  œ, 
tant  que  le  module  de  x  est  moindre  que  celui  pour  lequel  la  fonc- 
tion ou  sa  dérivée  première  devient  infinie  ou  discontinue. 

488.  Des  intégrales  eulériennes.  —  Définition.  —  Propriétés 
de  l'intégrale  de  première  espèce.  —  On  nomme  intégrale  eulé- 
rienne  de  première  espèce  et  l'on  représente  par  B(/?,  7)  l'intégrale 

c'O 

dans  laquelle  p  et  q  désignent  des  nombres  positifs.  L'intégrale  pré- 
cédente aurait  une  valeur  infinie  si  /p  ou  7  était  négatif. 

489.  L'intégrale  de  première  espèce  peut  se  mettre  sous  l'une  des 
deux  formes 

/'co     yP-^dy  r^' 

/       ii~~r\V~^>      ^       sin^^-'ôcos^î-'ôc/e. 


490. 
491. 


B{p-i-l,q)=--^^B{p,q)^ 

492.  Relations  entre  les  intégrales  de  première  et  de  se- 
conde espèce. 

493.  ^^       ^' 

f\p~^  («  _  a)"-^  du  =  «ph;-.  L[p}I1Û  . 


3^4  TABLE    ANALYTIQUE 

494  et  495.  Intégrales  multiples  qui  s'expriment  a  l'aide  des 

FONCTIONS  r. 

496  et  497.  Applications  a  la  recherche  des  volumes  et  des 
centres  de  gravité. 


QUARANTIEME  LEÇON. 

intégration  des  différentielles  totales  et  des  équations 
différentielles. 

498.  Condition  d'intégrabilité  des  fonctions  de  deux  va- 
riables. —  Intégrer  une  expression  différentielle  de  la  forme 
Mdx  -\-  Ndf,  c'est  chercher  une  fonction  de  .r,  j,  dont  cette  expres- 
sion soit  la  différentielle  totale. 

Si  l'on  désigne  par  Mdx  -h  Nr(r  la  différentielle  totale  d'une  fonc- 
tion u,  on  aura 

^M  _  dN 
dy         dx 

L'expression  M <^ar -f- N 4r  ne  pourra  être  intégrée  si  celte  relation 
n'a  pas  lieu. 

499.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura,  en  posant  v  =fUdx^ 

11=  \  M.dx-\-  i  (  N  --  ^J  f^. 

500.  Extension  au  cas  de  plusieurs  variables.  — -  Soit 

M  dx  4-  N  «-/j  +  P  dz  =  du  : 

on  aura 

dU  _d}^      dm  _d?      cm  _(l? 

dy        dx  '       dz        dx         dz        dy 

conditions  nécessaires  pour  que  la  formule  proposée  soit  intégratle» 

501.  Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  formule 
proposée  est  inlégrable. 

En  posant  v  =  JMdx^  et  <p  étant  une  fonction  de  /et  de  z  tellô, 
que 

.,  =  (k-'J).,h-(p-|).. 

on  aura 


DES    MATIÈHES.  ^C)^^ 

E02.  En  Général  -~''~-~  '  est  le  nombre  des  conditions  néces- 

saires  et  suffisantes  pour  l'intégrabilité  d'une  formule,  n  étant  le 
nombre  des  variables. 

503.  Équations  différentielles.  —  Définitions.  —  On  nomme 
équation  différentielle  du  n'"'""  ordre  wxiQ  relation  entre  une  variable, 
une  fonction  de  cette  variable  et  les  dérivées  ou  différentielles  de 
divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu'au  z?''^^""' ordre  inclusivement. 

504  et  505.  Intégration  des  équations  du  premier  ordre.  — 
SÉPARATION  des  VARIABLES.  —  L'intégration  s'effectue  immédiate- 
ment quand  il  est  possible  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

^[x)dx  =  -^[x)df; 
on  aura 

Jr^[x)dx=J-^[r]dy  +  C, 

506  et  507,  Équations  homogènes.  —  L'équation 
mix-^'^dr-^  O 

est  homogène  quand  M  etN  sont  des  fonctions  homogènes  et  du  même 
degré  des  variables  x  et/.  On  a,  dans  ce  cas,  tn  étant  le  degré  do 


l'homogénéité, 


"K9'  ^=^"-K-) 


m^x"' 

L'intégrale  est 

508  à  510.  ÉQUATIONS  que  l'on  peut  rendre  homogènes. 


l^_ul^4h}l^=.C. 


QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 

SUITE   de    l'intégration    DES    ÉQUATIONS   DU    PREMIER   ORDRE. 

511  et  512.  Équations  linéaires. 
dx 


j  =  e-S'^'  (  Tq  d?-^"^^  dx  -h  C  ) 
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513  et  514.  Équations  QUI  SE  ramènent  aux  équations  linéaires. 


.1-71 


Si  l'on  pose  --^^  =  z,  on  aura  Péquation  linéaire 
dz 
et 

?)15.  On  peut  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

quand  on  en  connaît  une  intégrale  particulière. 

516.  Problème  de  de  Beaune.  —  IVouver  une  courbe  telle,  que 
la  sous-tangente  soit  à  V ordonnée  comme  une  ligne  constante  est  à 
la  différence  entre  l'ordonnée  et  r abscisse. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dy  _  Y  —  X 
dx  ~      a 

On  trouve  pour  son  intégrale 

X 

y^  X-\-a-\-  C6^". 

517  et  518.  Problème  des  trajectoires.  —  Trouver  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  donné  toutes  les  courbes  renfermées  dans 
V  équation 

(i)  Y[x,x,a)  =  Oy 

a  étant  un  paramètre  variable. 


,    \  /^F        dV  dy\ 

^^1  'H^~^^) 


dx        dy  dx 


L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donnera  l'équation 
différentielle  du  lieu. 

519.  Quand  l'angle  donné  est  droit,  les  trajectoires  sont  dites 

orthogonales,  et  l'équation  différentielle  résulte  de  l'élimination  de  a 

entre  les  deux  équations 

„,  ,  d¥  -        r/F  ^ 

F(x,j,«)=ro,       --^dy--^dx^o. 
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520.  Équation  du  premier  ordre  et  d'un  degré  quelconque. 
■  Cas  ou  l'équation  ne  contient  pas  explicitement  x  et  y.  — 


Soit,  en  posant  ~-  —  p 


S'il  est  possible  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  y-  >  on 

aura  une  ou  plusieurs  équations  du  premier  degré  que  l'on  tâchera 
d'intéffrer. 


521 .  Si  l'équation  se  réduit  à 

¥{p)  =  o, 


on  aura 


;--)="■ 


522  à  524.  Équations  qui   ne  renferment   pas  l'une  des  va- 
riables. 

525  et  526.  Cas  ou  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport 
A  l'une  des  variables.  —  Si   l'équation   contient  a;,  j  et /?,  et 

qu'elle  puisse  se  résoudre  par  rapport  à  l'une  des  variables,/  par 
exemple,  en  sorte  que  l'on  ait 

on  aura 

dy    ou    pdx  =  -j-  c/x  ■+■  —  dp. 

Si  l'on  peut  intégrer  cette  équation,  la  relation  cherchée  s'obtiendra 
en  éliminant /?  entre  l'équation  intégrale  et  l'équation  r  =  f[x,p). 

527  à  529.  L'équation 

y=px-\-r^[p) 

peut  être  satisfaite  :  i°  par 

/==C^  +  <p(C); 
a®  en  éliminant  p  entre 
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QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

SUITE     DES      ÉQUATIONS     DU      PREMIER      ORDRE. 

530.  Toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  admet 

UNE  intégrale. 

531.  Il  existe  un  facteur  propre  a  rendre  différentielle 

EXACTE  le  premier  MEMBRE  d'uNE  ÉQUATION  DU  PREMIER  ORDRE.  — 

Quand  on  saura  trouver  ce  facteur  v  et  l'intégrale  11  de  la  différen- 
tielle totale  p(Mf/x-t-N(r/>-),  11  =  C  sera  l'intégrale  de  l'équatioc 
}S.dx-{-'Ndr=  0. 

532.  //  existe  une  infinité  de  facteurs  propres  à  rendre  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  M.dx  -{-  Nf/)'  =  o  une  différentielle  exacte. 

533.  Tout  facteur  V  propre  à  rendre  lldx  +  N<i[f  une  différen- 
tielle exacte  est  de  la  forme  <'^{u). 

535.  Si  deux  facteurs  V  et  c  rendent  différentielle  exacte  l'ex- 
pression 'Mdv  -\-'Ndfy  leur  rapport  égalé  à  une  constante  sera  r in- 
tégrale de  l'équation 

lïdx-^Kdr—  G. 

536.  DÉTERMINATION  DU  FACTEUR  (f. 

537.  L'emploi  du  facteur  v  redonne  les  mélhodes  précédemment 
exposées  :  ainsi  la  séparation  des  variables  dans  l'équation 

XYdx-\~XJ^df=o,      . 

où  X  et  X,  désignent  des  fonctions  de  x,  et  Y,  Y,  des  fonctions 

de  r,  revient  à  multiplier  l'équation  proposée  par  le  facteur  r-—  • 

A,  i 

La  transformation  employée  dans  l'intégration  de  l'équation  homo- 
gène revient  à  multiplier  le  premier  membre  par 


Mx  +  Nj 


Si  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  est  déjà  une  diiïé- 
rentielle  exacte,  l'intégrale  sera 

M.r  -f-  N  j  =  c. 
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QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 

SOLUTIONS    SIiNGULIÈRES   DES    ÉQUATIONS    A    DEUX   VARIABLES. 

538  à  540.  Comment  les  solutions  singulières  des  équations 
A  deux  variables  se  déduisent  de  l'intégrale  générale. 

541 .  Solutions  singulières  déduites  du  facteur  qui  rend  inté- 
grable  le  premier  membre  de  l'équation.  —  L'équation 

contient  toutes  les  solutions. 
542  à  546.  Exemples  de  solutions  singulières. 

547.  Trouver  une  conrbe  telle,  que  la  portion  de  la  tangente  TS 
comprise  entre  les  deux  axes  soit  escale  à  une  longueur  constante  a. 

Cette  courbe  est  Tépicycloïde  obtenue  en  faisant  rouler  un  cercle 
dans  un  autre  cercle  de  rayon  quadruple. 

548.  La  solution  singulière  représente  l'enveloppe  des  courbes 
données  par  l'intégrale  générale. 
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équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque. 

549  et  550.  Toute  équation  différentielle  admet  une  inté- 
grale. 

551 .   Toute  équation 

V[x,x,  c,  c\...,  c('"-')]==o, 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  donnée  et  qui  j^enferme  m 

constantes  arbitraires  au  moyen  desquelles  il  soit  possible  de  donner ^ 

dr 
pour  x  ^=  a^  des  valeurs  arbitraires  b,  ^', . . . ,  ^('"~')  à  y^-j-  •>  •  '  •  •, 

</'"-'  r 

-y— fpî  est  identique  à  V intégrale  générale. 

552  à  554.  Conditions  que  doit  remplir  une  fonction  pour 
être  l'intégrale  d'une  équation  du  «i'"""  ordre. 

555  et  556.  Lntégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dif- 
férentielle, —  Une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  pour 
intégrale  une  équation  de  la  forme 
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En  éliminant,  tour  à  tour,  chacune  des  m  constantes  c,  c',..,, 
r("'-'),  on  obtient  m  équations  difîérentielles  du  premier  ordre  dont 
chacune  contient  seulement  m  —  i  constantes.  Ces  équations  sont 
dites  des  intégrales  de  rordre  m  —  i. 

En  éliminant  successivement   deux  des  m  constantes  on  aura 

— équations  différentielles  du  deuxième  ordre  contenant 

chacune  m  —  2  constantes,  et  qu'on  nomme  intégrcdcs  de  l'ordre 
m  —  2. 

557.  On  pourra  de  même  parvenir  à  des  intégrales  de  l'ordre 
/?/  —  3,  de  l'ordre  w  —  4,  etc.  Si  l'on  élimine  toutes  les  constantes 
moins  une ,  on  aura  m  équations  différentielles  de  l'ordre  m  —  i 
qui  seront  des  intégrales  du  premier  ordre. 

558.  Les  intégrales  du  premier  ordre,  résolues  par  rapport  aux 
constantes,  donnent  m  équations  de  la  forme 

c  =  «; 
on  aura 

du       du     ,       du     ,,  du       .^  ,  „„  ,,t 

Cette  équation  doit  être  identique. 

559.  Intégration  de  l'équation  -y-—  =  v,  —  Si  l'on  désigne  par 

/  vdjf"  l'intégrale  /  dx  j  dx. . .  /  vdx  qui  résulte  de  n  intégrations 
successives  par  rapport  à  x,  on  aura 

y  =  Ivdx"' H-  ex'"-'  4-  c'x'"-  =  -;-...+  cC''-'). 

560.  L'intégrale  multiple  qui  entre  dans  la  valeur  de  y  peut  s'ex- 
primer par  la  formule 

/ ç(Ijc^'  ^  , \~Zr~\  T-^'" '  r  ^"^  —  [n-\)jf'-''  Çvx dx 

X"-'  Ux'^dx  —  ,,.àz  ji>x"-'dx    . 


(/? —  i]in  —  ^'i 


1 .2 
561.  Posons  V  =:f{x),  nous  aurons 


rf^^)"^=.....\,.-jy^'^^--^^'-'''- 
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QUARANTE-CINQUIÈME  LEÇON. 

INTÉGRATION    DE    QUELQUES    ÉQUATIONS    d'uN    ORDRE    SUPÉRIEUR. 
563.   ÉQUATIONS     DE     LA     FORME    f(j^y^^   ^)  =  °-    ~    ^^^^ 

d'abord  l'équation 


dx'  ~~-^\dx 


En  posant  ~  =  p,  on  aura 


rdp 
X  =  /  — - — 

JfiP) 


+  c, 


X=      f{x)dx-\-c', 
564.  Si  l'on  ne  peut  tirer  p  en  fonction  de  x,  on  aura 


f 


565.  Exemple.  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est 
constant  et  égal  à  a.  Cercle. 


566.  Si  l'on  a  l'équation 

r  fd'"-\r     d"y\  _ 


en  posant 


on  a 


d'où 


d'"-'jr_ 

dp 
jr=  j  (f{x)  dx^-^  -f  c' xT-^ -^  c"  x"'-  ^-f.  .  .4-6-("'-'). 


iîïtUM.  —  An..  II. 


-zG 
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Si  p  ne  peut  pas  s'exprimer  en  x,  on  aura 


ax 


dx"^--^       J  f[p) 


d"'-^y__    r  dp      Çpdp    , 

et  ainsi  de  suite. 

567 .  Equations  de  la  fomie  / 1        _., ,  -~~^  j  =  o.   —  Soit 
'^  =  /(/)-C>naura 


J  \/c-^'ijy\x)df 


dy 

J   \/c  -h  2 

568.  Exemples. 


d'j 


.2^/- 


J  —  /^  sinnx  -i-  B  cos/?^. 
569.  Pour  ramener  au  cas  précédent  (567)  les  équations  de  la 


forme 


^fd'"-'r   d'"r\ 


il  suffit  de  poser    ,  ,,,_:/  =  p. 

570.  Équations  qui  peuvent  s'abaisser  a  un  ordre  inférieur. 

r/"  r 
En  posant  —~  =  p,  on  la  réduit  à 

,  (  df)  ^"'-^  r)\ 

^V^'^'.7x''-''7?^-j==^' 
iui  n'est  que  de  l'ordre  m  ~  n. 


571. 

^'■'''  dx'  dx''""'  dx 


(      '^ 
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On  peut  abaisser  l'ordre  d'une  unité  en  prenant  y  pour  variable  in- 

(iy 
dépendante  et  faisant  —  —  p. 

572  à  574.  Applications  géométriques. 

575.  Équations  homogènes.  —  Équation  différentielle  homogène 
par  rapport  à  y  et  à  ses  dérivées  : 

„/  dY  d"'r\ 

n  le  degré  de  l'homogénéité. 
Faisant 

on  aura  vue  équation  différentielle  de  l'ordre  m  —  i, 

576.  Exemple. 


dx-    '   X  dx       x^ 


d'^r  ^^  1   dy       y 
X  dx 


577.  Toute  équation 

(      dr    d^r  d"'r\ 

homogène  par  rapport  aux  indices  des  différentielles ,  si  l'on  pose 
^  =  /? ,  deviendra  homogène  par  rapport  k  p,  -—^  — Ç ?  •  •  •  ? 
d"'-^p 


Exemple. 


cPy 
dx 


x  =  c'  -i-c     c'-'^f^^y^dy. 


QUARANTE-SIXIEME  LEÇON. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  SANS  SECOKD  MEMBRE. 

578.  Définition.  —Équations  linéaires j  équations  dans  lesquelles 
la  fonction  cherchée  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré 

26. 


4o4  TABLE    ANALYTIQUE 

et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Leur  forme  générale  est 

P,  Q, . . . ,  T,  U,  V  désignant  des  fonctions  de  x. 
579.  Propriétés  des  équations  linéaires  privées  de  seco?;d 

MEMBRE. 

(II)    ';^r-^-p;4--^^-Qzi-^+•••+'^i■-"^=<'• 

6"/  des  fonctions  particulières  y\^  Iivi  fn  saùisfont  à  cette  écjua- 
tion,  la  somme  de  ces  fonctions,  et  même  la  somme  des  produits 
de  ces  fonctions  par  des  constantes  quelconcfies  <?,,  c.^^...^  .-■^^,  y  sa- 
tisfera également, 

o80.  Si  Von  connaît  m  solutions  particulières  de  l'équation  (II), 
on  aura  l'intégrale  générale  en  posant 

y  =  ^'.  J.  +  ^2  J.  +•  •  •+  ^'mX.' 

pourvu  que  Von  puisse  déterminer  les  constantes  de  manière  a  don- 

dv  d'''"^  Y 

ner  à  y  --  5  •  •  •  j  —, — ^  iiss  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur 
•^'  dx  dx"'"^ 

quelconque  de  x. 
581.  L'équation  linéaire,  en  posant  j:^  e^'-"^^^  prend  la  forme 


d'^-'a 


G. 


(III)  -^^^r  +.  .  .+  («'■'  -h  P«'"-'  -r-  Q «'•"-=  -h  .  .  .+  U 

Quand  une  valeur  a  =  r,  indépendante  de  x,  annule  le  polynôme 

u'"  -h  P  «'"-'  H-  Qm"'--  + . . .  -h  U  =  /(w) 

l'équation  (II)  est  satisfaite  par  jr  =  ce'''. 

582.  Équations  linéaires  a  coefficients  constants.  —  L'équa- 
tion/(w)  =  o  n'admet  que  des  racines  constantes  /',,  r,, . . .,  r^„.  En 
les  supposant  toutes  différentes,  l'intégrale  générale  sera 

583  et  584.  Cas  des  racines  imaginaires  inégales.  —  Lorsque 
l'équaticn 

/(,•)  =  r'"  4-  P>""'  +. . .  +  T/-  +  U  =  o 
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a  des  racines  imaginaires, 

on  a 

c,  ^'■l'^-f-  c^c^'-i'  =  (Acosê.r  4-  Bsinê^)*""^^'. 

585  à  591.  Cas  des  racines  égales.  —  Lorsque  l'équation 
j,.7i  _|_  p^,«-.  _|_  Qrm-2  _|_ _  _ _^  Xr  -1-  U  =  G 

a  des  racines  égales,  supposons  7\  =  /-,,  on  aura 

Quand  trois  racines  sont  égales, 

Si  la  racine  r,  était  quadruple,  il  faudrait  remplacer  les  termes 
qui  s'y  rapportent  par 
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intégration  de  l'équation  linéaire  complète. 

592.  RÉDUCTION  DE  l'équation  complète  a  l'équation  privée 
de  second  membre.  —  Soit 

Posons 


J  n 


z  étant  une  fonction  de  jr  et  de  a  tellement  choisie,  que  z,  —  ; 

-j-^  >  •  •  •  5    1.^-2  soient  nulles  pour  a  =  j:,  et  que  1  on  ait  pour  cette 
même  valeur 
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En  posant  j  =  u-\-q^  l'équation  (I)  se  réduit  à 

(  n  )  t4  H-  P  l^irr  H- . . .  4-  T  -  -1-  U  .  =  o . 

^     '  dx'"  rfx"'  '  dx 

Et,  si  l'on  peut  intégrer  généralement  cette  équation,  u-\-v  sera 
l'intégrale  de  l'équation  (I). 

593.  Cas  ou  les  coefficients  de  l'équation  (II)  sont  con- 
stants. —  En  désignant  par  /•,,  r,,  /-j,  . . ,  r„,  les  racines  de  l'équa- 
tion 

/(  r]  =  r"  4-  P/""-'  -i- . .  .  4-  Tr  +  U  =  G, 
on  aura 

''■'^U,  4-  rV'-.«F(a)r/a 


f[r,) 


594  à  600.  Cas  ou  l'on  connaît  un  certain  nombre  d'intégrales 
DE  l'équation  privée  DU  SECOND  MEMBRE.  —  Si  V on  connaît  n  in- 
tégrales distinctes  de  l'équation  linéaire  privée  de  second  membre^ 
on  pourra  ramener  l'équation  complète  à  une  équation  linéaire  du 
[m  —  nY""'  ordre. 

On  pourra  donc  abaisser  l'ordre  de  l'équation  (ï)  d'autant  d'unilés 
qu'on  connaîtra  de  solutions  particulières  de  l'équation  (II),  et  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (I)  sera  de  la  forme 

\  étant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (I). 
L'équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 

601  à  607.  De  quelques  cas  ou  l'on  peut  intégrer  l'équation 

LINÉAIRE  A  SECOND   MEMBRE, 

608.  Propriétés  de  l'équation  du  second  ordre.  •—  Quand  on 
connaît  une  intégrale  particulière  jr,  de  l'équation 
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609.  La  fonction  y  et  sa  dérivée  ~  ne  peuvent  pas  être  nalles 
en  même  temps.  La  môme  propriété  appartient  aux  fonctions  /, 

dx 

Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  j,  comprennent  une  valeur  de  x 
\\x\  annule  j. 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  PAR  LES  SÉRIES. 
610.   DÉVELOPPEMENT    PAR    LA    SERIE    DE    MACLAURIN.    —    Quand 

certaines  dérivées  deviennent  infinies  pour  ^  =  o,  la  série  tombe 
en  défaut,  à  moins  qu'on  n'attribue  des  valeurs  convenables  à 
d'autres  dérivées  qui  ne  sont  plus  arbitraires.  Dans  ce  cas,  la  série 
contenant  moins  de  m  constantes  arbitraires  ne  représente  plus 
l'intégrale  générale,  mais  seulement  une  intégrale  particulière. 
Exemple  : 

d'^Y  ,      '^r  ,     2 

611  et  612.    MÉTHODE   des  coefficients  INDÉTERMINÉS. 

613.  Autre  forme  de  développement.  —  L'équation  linéaire  du 
second  ordre 

dx'    ■       dx       ^-^ 
peut  toujours  se  ramener  à  une  équation  à  deux  termes 

dx^ 
R  étant  une  fonction  connue  de  x. 

614  et  615.  En  posant  f  =  A  +  B(.r  —  «"),  on  a 

J/^  X  nx  /»  X  r*  X  fx  r>  X 

'      dx  \      Rtdx-h  1     dx  j     J\dx  I     dx  j     R^r/jc-h..., 
a  Ja  Ja  J  a.  Ja  Ja 

suite  indéfinie  dont  chaque  terme  se  déduit  du  précédent  en  le 
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multipliant  par  'Rdx^,  et  en  intégrant  par  rapport  à  x  deux  fois 
entre  les  limites  a  et  x.  Cette  suite  est  convergente  quand  la  fonc- 
tion R  ne  devient  pas  infinie  dans  l'intervalle  où  l'on  fait  varier  x. 

d'^z 
On  traitera  de  la  même  manière  l'équation  -j—ji  =  Rz,  et  l'on 

aura  une  série  où  chaque  terme  s'obtiendra  en  multipliant  le  pré- 
cédent par  B.dûf"  et  intégrant  m  fois. 

617.  Application  :  équation  du  second  ordre 

dx-  ' 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  dite  de  Riccati 

en  posant 

-^  ~  z  dx 

618  à  621.  Intégration  d'une  équation  différentielle  a  l'aide 
d'intégrales  définies. 

d'^y  ,l^ffy,     7  2  •  — 
dx^        X  dx  ^  ' 

r^  r=  A  /     cos  (  hx  y/â  cos  a  )  sin"'  ~  '  a  r/a , 

y^=  k'x^'"'  j     cos(/^xv^'^cosa)sin'~'"ac?a. 
Jo 
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équations   différentielles   simultanées. 

622.  Élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  diffé- 
rentielles. 

/  dr  d'"r         dz  dPz\ 

„/  dr  d"r         dz  d''z\ 
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On  différen liera  n  fois  la  première  équation,  et  m  fois  la  seconde  ; 
on  aura  ainsi  m-{-  n  -\-i  équations  entre  lesquelles  il  sera  possible 
d'éliminerparles  moyens  ordinaires  de  l'algèbre  les/w  +  /z  -f-i  incon- 

iiy     d^  y  d'"'^"  Y 

nues  7,  y- 7  ~7~T'  '  *  *  '  r/r"""  '  L'équation  finale  sera,  en  général, 

d'un  ordre  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  /z  4- /?,  m-\-q. 

623.  Plus  généralement,  si  l'on  avait  r  équations  différentielles 
contenant  une  variable  indépendante  x  et  r  fonctions  j,  z,  w, . . .  de 
cette  variable,  on  élimineraitjr  entre  ces  /-  équations,  ce  qui  donne- 
rait r —  I  équations  entre  z,  w,. . , .  On  éliminerait  ensuite  z  entre 
ces  r~-i  équations,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverait  ainsi  à  une 
équation  différentielle  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  des  fonctions 
inconnues. 

624  et  62o.  Systèmes  d'équations  du  premier  ordre  équiva- 
lents À  UNE   ou  plusieurs  ÉQUATIONS  d'uN  ORDRE  QUELCONQUE. 

626.  Théorèmes  sur  les  intégrales  des  équations  simulta- 
nées DU  PRE3IIER  ordre.  —  Trois  équations  différentielles  simulta- 
nées et  du  premier  ordre  peuvent  être  remplacées  par  des  équations 
de  la  forme 

d.T  _  df  _  dz        du 

T  ""  U"  ""  ¥  ""  Y  * 

Les  équations  intégrales  doivent   contenir  trois  constantes  arbi- 
traires. 

627.  m  équations  du  premier  ordre  entre  m  +  i  variables j  et  qui 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

dx  _  dy  __  dz 

admettent  toujours  m  intégrales  contenant  m  constantes  arbitraires. 

628.  Quand  on  ne  peut  pas  résoudre  le  système  proposé  par  rap- 
port à  toutes  les  dérivées,  il  existe  entre  les  variables  un  certain 
nombre  de  relations  algébriques  au  moyen  desquelles  on  peut  faire 
disparaître  les  dérivées  dont  le  système  n'a  pu  fournir  les  valeurs. 
Dans  ce  cas,  le  nombre  des  constantes  n'est  plus  égal  au  nombre 
des  fonctions. 

629.  Intégration  des  équations  simultanées  du  premier  ordre. 
—  Soit 

dx  _  df        dz  _  du 

T  "^  "Q  ""ïï  ~  T 
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un  système  d'équations  simultanées.  Les  équations  intégrales  peu- 
vent être  remplacées  par  le  système 

On  peut  donc  trouver  trois  fonctions  ûex,x,z,  u  qui  conservent 
des  valeurs  constantes  quand  on  y  fait  varier  simultanément  toutes 
les  variables. 
On  aura  les  trois  équations  identiques  : 


p 

do, 

dx 

-+-Q 

da 

=  o, 

p 

d^ 

dx 

-t-Q 

dx 

dz 

du 

=  o, 

p 

dj 

dx 

+  Q 

d-i 

dr 

dz 

du 

=  G. 

630.  Réciproquement,  si  Von  trouve  une  fonction  9  des  variables 
X,  y,  Zy  u,  sans  constante  arbitraire,  telle,  que  Von  ait  identi- 
quement 

(ix  dj  dz  du 

V  équation 

0=:C 

sera  une  intégrale  des  équations  simultanées 
dx       dy        dz       du 

L'équation 

est  aussi  une  intégrale  des  équations  proposées. 

632.  Toute  fonction  0  de  x,  y,  z,  u  qui  satisfait  a  Véquation 

pf  +  Qf^H_Rf+V!^=0 
dx       ^  dj  dz  au 

doit  se  réduire  à  une  fonction  rfe  a,  6,  y. 
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SUITE   DES    ÉQUATIONS    SIMULTANÉES. 

633  et  634.  Cas  de  deux  équations,  méthode  de  d'Alembert. 
635  et  636,  Intégration  de  trois  équations  linéaires. 
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637  et  638.  Autre  méthode.  —  On  ramène  le  cas  général  au  cas 
des  équations  privées  de  second  membre. 

639  et  640.  Méthode  de  Cauchy. 

641.  Remarque  sur  les  équations  simultanées.  —  Soient 

f(.r,  j,  r',  z,  z')  =  o, 

deux  équations  simultanées  du  premier  ordre,  dans  lesquelles/'  et 

t  ji  '         .  dy       clz 
z' désignent  ~  et  --• 
°         dx      dx 


Les  équations 


'11     ^ÉL'IUl       11         "Il  11  - 

dy        '    dy  dx        dz  dz'  dx  ' 

d¥  dF  du    ,   dF  ^  ^  _ 

df  '^'^7p7û'^dz''~^7h'7û~^ 


auront  pour  intégrales  générales 

da  du 

dz    ,    ,.  dz 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles. 

64^.  Équations  qui  se  ramènent  aux  équations  différen- 
tielles ordinaires.  —  Le  problème  qui  .fait  l'objet  du  calcul  inverse 
des  difFérences  ou  des  différentielles  partielles  consiste  à  chercher 
une  fonction  connaissant  une  relation  entre  cette  fonction,  les  va- 
riables dont  elle  dépend,  et  une  ou  plusieurs  dérivées  partielles 
de  cette  fonction,  prises  par  rapport  à  ces  variables. 

643.  Quand  les  dérivées  partielles  ne  sont  relatives  qu'à  une  seule 
variable,  il  faut  opérer  comme  si  l'on  avait  une  équation  différen- 
tielle ordinaire,  mais  après  l'intégration  remplacer  les  constanteJ 
arbitraires  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres  variables  indé 
pendantes. 
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6M.  Ce  procédé  peut  quelquefois  s'étendre  à  des  équations  ou 
entrent  des  dérivées  partielles  relatives  à  deux  variables.  Exemple: 

cPu  du 


En  posant  -r-  =  /:?,  on  a 


(Ix  dy  dx 

a 
dp 


«  77::  =  •^7- 


645  à  647.  Élimination  des   fonctions  arbitraires.  —  Soient 

deux  fonctions  déterminées  des  variables  .r,  j,  z,  et  une  relation 
arbitraire 

Posons 

dz   _  r/z  _ 

nous  obtiendrons  une  équation  de  la  forme 

P,  Q,  V  étant  des  fonctions  de  x,x,  z, 

648.  Soient  maintenant  trois  fonctions  de  quatre  variables,  x^y^z 
et  K,  savoir  : 

^-=/i('^,r,  2;,  II),    6=/2(.r,  j,  z,  m),     l=f^[x,y\  z,  ?0> 

et,  <p  désignant  une  fonction  arbitraire,  supposons  que  l'on  ait 
l'équation 

?(a,  ê,  7)  =  o- 
Posons 

du  _  du  _  du  _ 

7nc~  P'       df^'^'       d~z~^' 

nous  aurons  une  équation  de  la  forme 

649.  Plus  généralement  toute  équation 

<p(a,  ê,  ...,).,  p)  =  G, 

où  'f  désigne  une  fonction  arbitraire  et  a,  6, ...,>,  |x  des  fonctions 
déterminées  de  /w  -1- 1  variables,  conduira,  par  le  même  procédé,  à 
une  équation  linéaire  aux  différentielles  partielles  à  laquelle  devront 
satisfaire  les  fonctions  a,  ê, . . .,  )^,  p,  quelle  que  soit  la  fonction  cp. 

650.  Exemples. 
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651  et  652.  Équations  linéaires  et  du  premier  ordre  a  deux 

VARIABLES  INDEPENDANTES.  —  Si 

f{^^,f,z)  -=  c,     f^{x,jr,z)  =c' 
sont  les  intégrales  du  système 

clx  _(lf  _  (iz 

et  si  Von  pose 

Vintêsrale  de  Féquation 

Pp-HQy  =  R 
sera 

a  =  (ï)(6), 

'f  désignant  une  fonction  arbitraire. 

654.  L'intégrale  a  =  <p  (S)  conviendrait  encore  aux  équations 

655.  Exemples. 

650  et  657.  Équations  qui  renferment  les  dérivées  d'une 
fonction  de  trois  variables  indépendantes.  —  Soit  proposé  d'in- 
tégrer l'équation 

P/^  +  Q'/  +  R/-=  V. 

Si  l'on  prend  les  fonctions  inconnues  a,  ê,  7,  de  telle  sorte  que 
a  =  c,     S  =  c',     7  =  c" 
soient  les  intégrales  du  système 

dx       dy dz       du 

T'^'Q  "^  R  "^T' 

<p  désignant  une  fonction  arbitraire,  l'équation  a  =  ^{g,  7)  sera  l'in- 
tégrale de  l'équation  proposée. 

658.  La  même  intégrale  a  =  (j»  (g,  7)  convient  aux  équations  sui- 
vantes : 

dx  dz  du 

dy  dz  du 

659.  Exemple. 
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CINQUANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES 

partielles. 

660.  Surfaces  cylindriques. 

y  —  bz  =  ^[x  —  az), 

4)  désignant  une  fonction  quelconque,  est  l'équation  la  plus  géné- 
rale, en  quantités  finies,  des  surfaces  cylindriques. 

661.  Réciproquement,  toute  surface  dont  l'équation  a  la  forme 
précédente  est  cylindrique. 

662.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  cylin- 
driques : 

ap  +  bq  =  1. 

663.  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  est 
toujours  parallèle  aux  génératrices. 

664.  Intégrer  l'équation  des  surfaces  cylindriques, 

ap-^bq  ^i. 
Solution  :  y  —  bz  —  (b [x  —  az). 

665  et  666.  Conditions  qui  déterminent  la  forme  particulière  de 
la  fonction  <b. 

667.  Surfaces   coniques.  —  Équation  générale,  en  quantités 
finies,  des  surfaces  coniques  : 

r  —  h        ^  f  X  —  a\ 
z  —  c  \z—  c  J 

668.  Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  coniques  : 

z  —  c  =  [x  —  a)  p  -{-  [y  —  b)  q. 

669.  Intégrale  de  l'équation  aux  différentielles  partielles  : 

r  —  b  f  X  —  a\ 

'■ =  "b    • 

z  —  c  \z  —  cj 

La  fonction  arbitraire  ^  sera  déterminée  par  la  condition  que  la 
surface  conique  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  tangente  à 
une  surface  donnée. 

670.  Surfaces  conoïdes.  —  On  appelle  surface  conoïde  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  est  toujours  parallèle  à  un 
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plan  donné,  nommé  plan  directeur,  et  assujettie  à  rencontrer  une 
droite  et  une  courbe  données. 

Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  et 
pour  axe  des  z  la  directrice  rectiligne,  on  aura 


•œ- 


671    Équation  aux  différentielles  partielles  des  surfaces  conoïdes  : 
px  4-  ^j  =  G. 

Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque 
contient  la  génératrice  correspondante. 

672.  Surfaces  de  révolution.  —  Les  surfaces  de  révolution  sont 
celles  que  l'on  obtient  en  faisant  tourner  une  certaine  courbe  autour 
d'une  droite  fixe. 

Soient 

a  h 

X  =  -z.     r  =  -z 
c    '      ^       c 

les  équations  de  l'axe,  on  aura 

ax ->r  bj- -h  cz  =  <^>{x^-i-j^-\~  z^) , 

équation  générale,  en  cjuantité s  finies,  des  surfaces  de  révolution. 

673.  Équation  aux  dilîérentielles  partielles  : 

[cf  —  bz)  p  -\-  [az  —  ex)  (j  =1  bx  ~  ay. 

674.  Cette  équation  exprime  que  toutes  les  normales  d'une  sur- 
face de  révolution  rencontrent  l'axe. 

675.  L'intégrale  de  l'équation  est 

ax-\-  by-\-  cz  =  4>(x'-^-|-jr^+  z^]. 

676.  Quand  l'axe  de  révolution  est  l'axe  des  z,  les  équations  se 
réduisent  à 

py  —  qx^o. 

677.  Des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 

—  Soit  une  surface 

et  supposons  le  plan  des  xy  horizontal.  On  appelle  lignes  de  niveau 
les  sections  faites  dans  cette  surface  par  des  plans  horizontaux.  Une 
ligne  de  niveau  a  pour  équation 

dx~~      q 
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Elle  exprime  que  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau,  en  un  point  M 
de  la  surface,  est  parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
mené  à  la  surface  par  ce  point. 

678.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  d'une  surface  une 
courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  pour  tangente  celle  des  tan- 
gentes à  la  surface,  en  ce  même  point,  qui  fait  le  plus  grand  angle 
avec  le  plan  horizontal. 

L'équation  différentielle 

pdf  —  qdx 

représente  la  projection,  sur  le  plan  horizontal,  de  toutes  les  courbes 
de  plus  grande  pente. 

679.  Une  ligne  de  plus  grande  pente  coupe  à  angle  droit  toutes 
les  lignes  de  niveau,  et  réciproquement  toute  courbe  qui  jouit  de 
cette  propriété  est  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

680  et  681.  Application  à  l'elMpsoïde. 


CINQUANTE-TROISIEME  LEÇON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES    DES    ÉQUATIONS    AUX 
DIFFÉRENTIELLES    PARTIELLES. 

682.  Des  surfaces  développables.  —  On  nomme  surfaces  deve- 
loppables  celles  qui  étant  supposées  flexibles  et  inextensibles  peuvent 
s'appliquer  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature. 

Toute  surface  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  cer- 
taine courbe,  nommée  arête  de  rehroussement  de  la  surface.  Dans 
le  cône,  l'arête  de  rehroussement  se  réduit  à  un  point,  et  dans  le 
cylindre  cette  courbe  passe  à  l'infini. 

683  à  686.  Équation  du  premier  ordre  qui  convient  à  toutes  les 
surfaces  développables  : 

p=.7z[ci), 

687.  Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  premier  ordre,  résul- 
tant de  l'élimiiïàtion  précédente.  Posons 

cV-z  cPz  d'z 


dx^         ^     dxdf        '      df 


=  t. 


Équation  aux  dérivées  partielles  et  du  second  ordre  des  surfaces 
développables  : 

S'  —  r/  =  o. 
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688  et  689.   Intégration  de  l'équation  aux  différentielles 

PARTIELLES  DES  SURFACES  DÉVELOPPABLES.  —  L'équatiOD 

s"^—  rt  =  o 
ne  convient  qu'aux  surfaces  développables. 

690.  Des  surfaces  réglées.  —  On  nommQ  surfaces  réglées  cgWq?, 
qui  s'engendrent  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite;  surface 
gauche,  toute  surface  réglée  qui  n'est  pas  développable. 

Soient 

X  =  az-\-  oc, 

les  équations  d'une  droite  :  si  «,  b,  a,  ê  sont  des  fonctions  d'une 
même  indéterminée  7,  en  faisant  varier  7  d'une  manière  continue, 
la  droite  se  déplacera  successivement  dans  l'espace  et  engendrera 
une  surface  réglée. 

G9i.  Équation  différentielle  du  premier  ordre,  renfermant  seule- 
ment deux  fonctions  de  l'indéterminée  7  : 

ap-\-bq  =  i, 

692.  En  posant  y  =  ^) 

c  V  -|-  2  f^  -f  ;  =  G , 

équation  du  second  ordre  ne  renfermant  plus  qu'une  seule  fonction 
arbitraire  c. 

693.  Posons 

d^z  _  cPz    _  d'z    _  d'z  _ 

^^  ~  "'      djUlf  ~  "'      dxdf'  ~  "''      ^  -  ""  • 

c^  «  H-  3  c^  r  4-  3  cw  +  y  =  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  et  du  troisième  ordre  résultera 
de  l'élimination  de  c  entre  cette  équation  et  celle  du  n°  692. 

694  et  695.  Équation  de  la  corde  vibrante. 
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courbure  des  surfaces. 

696  et  697.   Courbure  d'une  ligne    située  sur  une  surface 
DONNÉE.  —  Considérons  une  certaine  courbe  passant  par  un  point 
M  [x^  j,  z)  de  la  surface.  Soient  0  l'angle  que  le  rayon  de  courbure  R 
Stlrm. — yi/i.tU.  2^ 
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de  celte  courbe  au  point  M,  dirigé  suivant  la  droite  MN,  fait  avec 
la  normale  MP  à  la  surface  au  même  point,  a  et  6  les  angles  que  la 
tangente  à  la  courbe  considérée  fait  avec  l'axe  des  x  et  celui  des  j. 

On  aura  

^ V^i-h/j'-hty^cosQ 


/•COS^a+25COSacosêH-  /COS^ê 

098.  Théorème  de  Meunier.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point 
(Vune  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  la  tangente 
à  la  courbe,  multiplié  par  le  cosinus  de  P angle  que  ce  plan  fait  avec 
le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

699.  On  peut  encore  dire  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection  sur 
le  plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale. 

700.  Courbure  des  sections  normales.  —  Prenons  le  point 
(ar,jr,  z)  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour  plan  des  xy\Q  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point.  En  désignant  par  y  l'angle  que  la 
tangente  fait  avec  l'axe  des  x^  on  a 

_  I 

°  ~~  /'cos^tp -|-2i^sin<}}Cosçp -f-^sin^<P 

On  porte  la  valeur  absolue  du  rayon  sur  l'axe  des  z  dans  le  sens  des  a 
positifs  si  le  dénominateur  est  positif,  et  dans  le  sens  opposé  si  ce 
dénominateur  est  négatif. 

701.  Sections  principales.  —  Les  plans  qui  déterminent  sur  la 
surface  deux  courbes  planes  à  courbure  maximum  ou  minimum 
sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  donne  aux  sections  faites  par 
ces  plans  le  nom  de  sections  principales. 

702.  Variation  de  courbure  des  sections  normales. 

703  à  705. 

Deux  sections  normales  également  inclinées  sur  une  section  prin- 
cipale ont  des  rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe. 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  perpendicu- 
laires entre  elles  est  constante. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  sections  normales  en  un  point  ont  1< 
même  courbure,  on  dit  que  ce  point  est  un  ombilic. 

706.  Détermination  des  ombilics.  —  On  doit  avoir 

r  s  t      ' 

ce  qui,  en  y  joignant  l'équation  de  la  surface,  détermine  les  coor- 
données d'un  ombilic. 
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707.  Application  au  paraboloïde  elliptique  : 
-xa        ib 


x==o,    j=  ±/b{a~T), 


a 


1 
Il  existe  deux  ombilics  situés  dans  le  plan  jOz, 


CINQUANTE-CINQUIEME  LEÇON. 

suite  de  la.  courbure  des  surfaces. 

708.  Sur  la  surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics. 
—  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous  les  points  soient  des 
onibilics. 

709  et  710.  Théorie  de  l'indicatrice.  —  Si  l'on  coupe  la  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  de  ce 
plan,  la  section  obtenue  sera  une  courbe  infiniment  petite  et  du 
deuxième  degré,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  ses  dimensions. 

711.  Les  rayons  de  courbure  des  différentes  sections  normales 
faites  au  point  0  sont  proportionnels  aux  carrés  des  rayons  de  cette 
courbe,  qui  est  nommée  V indicatrice  de  la  surface  en  ce  point. 

712.  Quand  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent,  et  infiniment  voisin,  est  une  hyperbole,  l'indicatrice  se 
compose  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Le  rayon  de  courbure  de 
la  surface  devient  infini  et  change  de  signe  quand  le  plan  sécant,  en 
tournant  autour  de  la  normale,  vient  passer  par  une  asymptote  com- 
mune aux  deux  hyperboles. 

713.  Conséquences  géométriques.  —  A  toute  propriété  des  dia- 
mètres d'une  section  conique,  correspond  une  propriété  des  rayons 
de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  les  diamètres  de 
l'indicatrice. 

714.  Quand  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  considéré  est  un 
ombilic.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  du  second  ordre  aux  points  où 
le  plan  tangent  est  parallèle  aux  sections  circulaires.  ^ 

715.  Cas  ou  l'expression  du  rayon  de  courbure  se  présente 

sous  UNE   FORME   ILLUSOIRE. 

716.  DÉFINITION   DES  TANGENTES   CONJUGUÉES. 

27- 
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Relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux 
tangentes  conjuguées,  quand  on  prend  pour  axes  la  normale  et  les 
intersections  du  plan  tangent  avec  les  plans  principaux  : 


mm  = • 

t 


717.  Deiix  tangentes  conjuguées  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  V indicatrice . 

La  somme  algébrique  des  rayons  de  courbure  correspondant  à 
deux  tangentes  conjuguées  est  constante. 
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SUITE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES. 

718  et  719.  Lignes  de  courbure. 

On  nomme  ligne  de  courbure  le  lieu  des  points  d'une  surface  pour 
lesquels  les  normales  infinimentvoisines  se  rencontrent  consécutive- 
ment. En  chaque  point  d'une  surface  il  passe  deux  lignes  de  cour- 
bure représentées  par  l'équation  différentielle 

-i-[pqr-[i+p')s']=^o 
et  par  l'équation  de  la  surface. 

720.  Propriétés  des  lignes  de  courbure. 

Les  tangentes  menées  à  deux  lignes  de  courbure  au  point  où  elles 
se  croisent,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Les  doux  lignes  de  courbure  ont  pour  tangentes  les  tangentes  aux 
sections  principales. 

721  et  722.   Soient  0  un  point  de  la  surface,  Oz  la  normale, 
Firr.  12S.  OA  et  OB  les  deux  lignes  de 

courbure,  0'  et  0"  deux 
points  infiniment  voisins  du 
point  0  sur  les  lignes  OA 
et  OB,  les  normales  O'K  et 
0"L  rencontreront  O2  en 
K  et  L.  OK  et  OL  sont 
les  rayons  de  courbure,  au 
point  0,  des  sections  prin- 
''y  cipaleszOx,  zOy. 

723.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  points  de  rencontre 
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des  normales  soient  les  centres  des  cercles  osculateurs  des  lignes 
de  courbure.  Et  même  les  lignes  de  courbure  peuvent  être  planes 
sans  que  leurs  cercles  osculateurs  se  confondent  avec  ceux  des  sec- 
tions principales.  Il  faut  que  les  lignes  de  courbure  soient  les  lignes 
de  plus  courte  distance  sur  la  surface. 

724.  Calcul  des  rayons  de  courbure  principaux  en  un  poini 

QUELCONQUE   d'UNE   SURFACE. 


+  (i-h/?'-h  */')'=  O. 

725.  Les  normales  d'une  surface,  menées  parles  différents  points 
d'une  ligne  de  courbure,  forment  une  surface  développable.  Pour  en 
avoir  l'équation,  il  faut  éliminer  x,  /,  z  entre  l'équation  de  la  sur- 
face, les  équations  d'une  normale  et  l'équation  qui  exprime  que  le 
point  (^,7,  z)  est  sur  la  ligne  de  courbure. 

Cette  surface  se  compose  de  deux  nappes. 

726.  Application  des  théories  précédentes  au  paraboloïde 
elliptique. 
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CALCUL  DES  DIFFÉRENCES  FINIES.  —  CALCUL  INVERSE 
DES  DIFFÉRENCES. 

727.  Notions  préliminaires.  —  Soient 


une  suite  de  valeurs  successives  que  reçoit  une  quantité  variable. 
Si  l'on  retranche  chacune  de  ces  valeurs  de  celle  qui  la  suit,  on 
obtient  ce  qu'on  appelle  les  différences  premières  de  ces  valeurs, 

w.,  — «,=  A«„,     l(^  —  ll^  =  ^u^,..    ,     ?«„^,  — ?/.„=Am„,.... 

En  opérant  de  la  môme  manière  sur  la  suite  des  différences  pre- 
mières, on  obtient  une  suite  de  différences  secondes^ 

Aw,  —  AW(,  =  A'Wj,      ^u^  —  ^u^  =  ^^u^, .... 

On  formera  de  la  même  manière  des  différences  troisièmes,  qua- 
trièmes, etc. 

728.  M,  p,  z  étant  des  quantités  variables, 
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c'est-à-dire  que  la  différence  cVune  somme  est  égale  à  la  somme 
algébrique  des  différences  de  ses  parties. 

A(f^ -1- «)  =  Am,     £iaii=  a^u. 
729  et  730.  Expression  de  A"iY. 

nin  —•  i) 
A"  u  =  u^^  _  nu^_^  H-  -  ^  ^   ^^       if„_,  -,..dzii, 

ou,  sous  une  forme  symbolique, 

731.  Expression  du  terme  général  d'une  suite  en  fonction 
du  premier  terme  et  de  ses  différences  successives. 

u^^  =  u-\-  n\it  ~\ ^- — ; — '•  A^  ^^  +  • . .  -;  -  A"  w, 

et  la  formule  symbolique 

«,,=  (H-A)^.")m. 

732.  Différences  des  fonctions  entières. 

Les  différences  m''"""  d'une  fonction  entière  du  m^""^  degré  sont 
constantes,  lorsque  la  variable  croit  par  degrés  égaux.  Les  diffé- 
rences suivantes  sont  nulles. 

733  et  734.  Exemples. 

735.  Différences  de  quelques  fonctions  fractionnaires  ou 
TRANSCENDANTES.  —  La  vadablo  croît  par  degrés  égaux. 


x[x-}-  /i)  [x  -h  i/i)...[x-^  [n  —  I)/^] 
-^  nh 


Ak  = 

X{X-^  II)  {X- 

n{n-\-^)li'' 


x[x-^  h]  {x-^ih). .  .[x-i-nh)^ 


A'  u 


x{x-\-/i)...  [x  +  n/i)  [.r-h  [n  -f-i)  /^ 
et  ainsi  de  suite. 


^ru  =  a'^ia" 


A  sin  [ax  H-  t>)  —  2  sm  -  ah  cos  [ax-f~ù  -] j 

•    I     7    •    /^  /       ^^' 

A  COS  («.r  -h  è)  =  —  2  sm  -  ah  sm  {ax-{-ù-^,--- 

A'sin  [ax  -[-  b)  =  ~~  i  sin^  --  sin  {ax  +  b -h  ah). 


"'y 


et  ainsi  de  suite. 
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736.  Calcul  inverse  des  différences.  —  Définitions  et  nota- 
tions. —  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  objet  de  déter- 
miner une  fonction  quand  on  connaît  sa  différence  finie,  ou  lorsqu'on 
a  une  relation  entre  celte  fonction,  quelques-unes  de  ses  différences 
et  la  variable  indépendante. 

La  fonction  ¥{x)  dont  la  différence  est  f{x)  se  représente  par 

^/(x)  et  se  nomme  l'intégrale  aux  différences  finies  de/(x).  On  a 

737.  Dans  le  calcul  intégral  ordinaire,  quand  on  a  obtenu  une 
intégrale  particulière  d'une  différentielle  donnée,  on  ajoute  à  cette 
première  solution  une  constante  arbitraire  pour  former  l'intégrale 
générale.  Dans  le  calcul  intégral  aux  différences  finies,  il  faut  ajouter 
à  une  intégrale  particulière  la  fonction  la  plus  générale  dont  la  dif- 
férence est  nulle,  ^(x), 

L^-Gj[x)  =  u[x-{- h) — z;[x)=o. 

On  aurait  une  fonction  jouissant  de  la  propriété  en  question,  si 
l'on  prenait 

V  désignant  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire. 

738.  Théorèmes  sur  les  intégrales  aux  différences  finies. 

F(-^J-F(^o)=/(^o)+/(-^.)+-.-+/K-.), 

739.  740  et  741.  Lntégration  de  quelques  fonctions. 
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suite  du  calcul  inverse  des  différences.  —  formule^ 
d'interpolation. 

742.  Intégration  des  fonctions  entières. 

f{x)  =  Ax'" 4-  B X"  '  -f-  Cx"'--  + . . . , 
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A'=— ^— ,     B'=-?--iA 

{ m  ~h  1  )  /i  mh       1     ' 

\in  —  i)k       1  1.2 

ît  ainsi  de  suite. 

743.  Par  la  série  de  Taylor 

/(x)  =  A2/-'{x)+il2/»(.:)+..., 

et,  si  l'on  pose/(x)  =  x"'^\ 

.^  4/^2  4  ' 

V    1      -^^       I    .      /{    ,      //3  _ 


Sommes  des  puissances  des  nombres  i,  2,  3, . . .,  «  : 

S,  =  -/z-  -{--n  —  , 

'22  2 

C         ^3,^2.1  /z(«  +  i)  (2«H-i) 

Sj  = -«^  + -//' 4- -/2  =  -' 
^3  2  6 

^^-4     ^2'' +4  4        ' 


744.  Sommation  d'une  pile  de  boulets. 
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745.  Évaluation  des  soiMmes  par  les  intégrales  ordinaires  et 

DES  intégrales  PAR  LES  SOMMES. 

+  ^/'[/'(X)-/'(.r.)] 

-^/'"[r(X)-/"'(^.)]+.... 

746.  Intégrale  ordinaire  en  fonction  d'une  intégrale  aux  diffé- 
rences finies  : 

^''./»rf.r  =  A[^+/(^,)+/K)+...+  £^] 
--^/'=[/'(X)-/'(^J] 
+  ^A'[/"'(X)-/"K)]+.... 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  somme  des 
trapèzes  inscrits  dans  la  courbe  j=/{x),  et  déterminés  par  des 
ordonnées  équidistantes.  Quant  au  premier  membre,  il  représente 
l'aire  de  cette  courbe. 

747.  La  détermination  des  coefficients  numériques  peut  se  faire 
au  moyen  d'une  fonction  particulière. 

748.  Formules  d'interpolation.  —  Formule  de  Newton.  —  L'in- 
terpolation a  pour  objet  de  trouver  une  fonction  d'une  variable, 
connaissant  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent  à  un 
certain  nombre  de  valeurs  données  de  la  variable.  Ce  problème  est 
indéterminé  tant  qu'on  ne  fixe  pas  la  forme  de  la  fonction  cherchée. 

Soient 

n  + 1  valeurs  équidistantes  d'une  variable,  et  soit  h  leur  différence 
constante.  Soient 

les  valeurs  correspondantes  d'une  fonction  m,  que  nous  supposerons 
entière  et  du  //'■'""'  degré  : 

,    X  fx  \  ( X  \       Ù^ll. 
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749  et  750.  Formule  de  Lagrange.   —  Supposons  maintenant 
que  les  valeurs  doni'iées  de  x, 

•^0»       *^p       "^2'  •  •  •)       "^'n' 

soient  quelconques  : 

a  ^  J-^  -  -r.)  (^  -  ^,). .  .(x  —  xj_  ^^ 

{•^0--'^'.){-^0--^2)---(<^0    —  -^j''" 

{<y  — .rj(,r  — x,)...(.r  —  .rj     ^ 
-h 


^.        i'^~^o){^ 


751.  Formules  d'approximation  pour  les  quadratures,  recti- 
fications, cuBATURES.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  l'inté- 
grale 

X 

f{a:)(lx  =  S, 


L 


ou  l'aire  de  la  courbe  r  —f[x)  : 
formule  due  à  Thomas  Simpson. 
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VARIATION   d'une    INTÉGRALE    DÉFINIE. 

On  considère  une  in  té- 


752 

.  But  du 

CALCUL   DES 

VARIATIONS.  — 

grale 

définie 

/;>(- 

dy 
7Û' 

et  il  faut  trouver  pour  y  une  fonction  f  (^)  telle,  que  cette  inté- 
grale ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  si  l'on  rempla- 
çait f  (^)  par  une  fonction  d'une  forme  tant  soit  peu  différente. 

753.  Exemple.  —  Étant  donnés  deux  points  C  et  D,  trouver  une 
courbe  plane  CMD  telle,  que  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
le  mouvement  de  cette  courbe  en  tournant  autour  d'un  axe  Ox 
situé  dans  son  plan  soit  un  maximum  ou  un  minimum. 
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Soit  s  la  surface  :  en  posant 


Jf  -^1    (i<f 


il  faut  trouver  une  fonction  de  ^,  7  =  f(^),  telle,  que  l'intégrale 
précédente  ait  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes 
celles  qu'on  obtiendrait  en  modifiant  infiniment  peu  la  forme  de  la 
fonction  f  (^). 

754.  La  marche  à  suivre  pour  résoudre  ces  nouvelles  questions 
diffère  peu  de  celle  qu'on  a  déjà  suivie  dans  les  questions  ordinaires 
de  maximum  et  de  minimum. 

755.  DÉFINITIONS   ET  NOTATIONS.  —   Soicnt 

l'équation  d'une  courbe,  et 

l'équation  d'une  autre  courbe  qu'on  obtiendrait  en  faisant  varier 
extrêmement  peu  la  fonction  f(^).  Si  l'on  appelle  Sf  l'accroisse- 
ment de  l'ordonnée  MP  quand  on  passe  à  la  seconde  courbe,  l'ab- 
scisse restant  la  même, 

est  ce  que  l'on  nomme  la  variation  de  l'ordonnée  ou  de  la  fonction. 

756.  On  ramène  les  variations  aux  différentielles  en  regardant  7 
comme  une  fonction  de  x  et  d'un  paramètre  arbitraire  /.  Soit 

on  aura 

•^         dt       ^       -^        dx 

757.  Il  est  souvent  nécessaire  de  faire  varier,  à  la  fois,  x  et  y^ 
quand  or  passe  de  la  courbe  proposée  à  la  courbe  infiniment  voi- 
sine. On  regarde  ^  et  j  comme  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante w,  et  d'un  certain  paramètre  t  :  soit 

On  suppose  que  pour  t  =  0^  y  devienne  une  certaine  fonction 
de  X,  f(-^),  et  que  x  devienne  une  fonction  quelconque  de  //, 

?(",o)  =/(«),     •H«,o)  =  f[/{«)]. 
On  aura 
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Si  laissant  à  t  une  valeur  constante  on  faisait  varier  m,  on  aurait 

dx  =  -^  du,     dy=-j^  du. 
du       '      -"       du 

758.  On  appelle  variation  de  U  la  partie  de  AU  qui  ne  dépend 
que  des  premières  puissances  des  variations  ^x  et  ^y. 

7o9.  On  appelle  variation  seconde  d'une  fonction  U  la  variation 
de  (îU  :  on  la  désigne  par  ^^U.  La  variation  de  cette  dernière  est 
appelée  variation  troisième  de  U  et  se  désigne  par  <î^U,  et  ainsi  de 
suite. 

760.  Théorèmes  sur  la  permutation  des  signes  c?  et  <?,    / 

ET  ^.  —  La  variation  de  la  différentielle  d^ une  fonction  de  x  est 
égale  à  la  différentielle  de  la  variation. 

761. 

762.  On  peut  aussi  intervertir  V ordre  des  signes  B  et  ï . 

Ydx=  /      e{\dx). 
763  à  767.  Variation  d'une  intégrale  définie.  —  Cas  ou  la 

fonction    sous   le  signe    /   NE   DEPEND   PAS   DES   LIMITES. 

U=  f'^'Ydx, 

-.      dY       ^,      dY       ^      dY       ^      dY 
dx  dy  dp  dq 

§  ("''Ydx  =  T+  f'^\KrJy-KpSx)dx, 
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768.  Cas  ou  la  fonction  V  renferme  deux  fonctions  de  x. 

en  posant 

dz  ,       d^z         , 

dz  '      dp'  dq' 

*^  -  ^        ^x  ^  dx^ 

V  s'obtient  en  ajoutant  à  r  les  termes  qui  résultent  du  changement 
des  quantités  P,  Q,  /?,...,  en  P',  Q',  //, .... 

769.  Cas  ou  la  fonction  V  dépend  des  limites  de  l'intégra- 
tion. —  Il  faut  ajouter  à  la  variation  de  l'intégrale  les  termes  qui 
proviennent  de  la  variation  des  limites. 
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suite  de  la  variation  d'une  intégrale  définie.  — 
applications. 

770.  Autre   moyen   d'obtenir  la  variation  d'une  intégrale 
définie. 

H  =  -  Kp. 

771.  Si  l'on  ne  faisait  varier  que  j, 

8         Ydx  =  T'-{-          lirJxdx, 

r'  se  déduisant  de  r,  par  la  suppression  des  termes  qui  renfer- 
ment Sx^  et  8x^. 
Si  Ton  faisait  varier  x  seulement, 

S  f'''\dx  =  T"-{-  f'''mxdx  =  T"—  f   'KpSxdx, 

Jx^  Jjr^  ^'^9 
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r"  étant   ce  que  devient  r   quand  on  y  fait  ^j^  =  o,  Sj^  =  o. 

772.  Cas  où  il  entre  dans  la  fonction  V  une  autre  fonction  z  de  x 
avec  ses  dérivées  p'  et  q'  : 

H  =  -(K/.  +  Ky). 

773.  Maximuji  et  minimum  d'une  intégrale  définie.  (^U  =  o  est 
la  condition  du  maximunn  ou  du  minimum. 

Si  ^^U  reste  toujours  positive,  lorsque  les  variations  ^x  et  oy 
changent  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant  infmiment 
petites,  U  sera  un  minimum.  Si  rJ-U  reste  négative,  U  sera  un 
maximum.  Enfin  U  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  si  ^'U 
peut  changer  de  signe. 

774.  L'équation  (îU  =  o  entraîne  les  deux  suivantes 

TrzrO,        K=0. 

775.  Conditions  relatives  aux  limites.  —  Dans  le  cas  où  V  ne 
contient  que^,  y,  p  et<7,  l'équation  K  =  o  est  du  quatrième  ordre, 
et  l'on  a 

j=f(a;,  ce  C",C'"). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires ,  il  faut  avoir 
égard  à  l'équation  r  =  o.  Plusieurs  cas  : 

1°  Si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  x,  jr,  p,  q  aux  deux  limites, 
l'équation  r  =  o  est  identiquement  satisfaite,  et  on  aura 

j„  =  f(x„,C,C',C",C'"), 
/.„  =  fVo,C,  C',C",  C"), 
j,  =  f(x,,C,  C,  C",C"'), 
/.,  =  f'{x.,C,C',C",C'"). 

2°  Si  l'une  des  six  quantités  x^,  j^,.. .,  reste  arbitraire,  p^  par 
exemple,  1  équation  r  =  o  se  réduit  à  Q,  =  o;  on  a  cinq  équations 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  et  la  valeur  de  /?,. 

3"  Si  l'on  a 

on  aura 

do  ^  dfs)  »  d's)  .  r/©  »  d^  ^k  do  , 

En  portant  la  valeur  de  §p^ ,  tirée  de  cette  équation ,  dans  l'équa- 
tion r  =  o,  il  faudra  égaler  à  o  les  coefficients  de  §x^ ,  ^j^,  ^p^, 
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^x^  et  Sx^,  On  aura  dix  équations  pour  déterminer  les  dix  incon- 
nues C,  C,  C",  C",  ^„,  jTo,  p,,  .r„  j,,  p,. 

776.  Cas  ou  la  fonction  V  contient  deux  fonctions  de  x.  — 
contient  deux  fonctions  j  et  z  de  la  variable  .r.  On  aura 

r  =  o,     K  =  o,     K'  =  o. 

777  à  779.  S'il  existe  entre  j  et  x  une  relation 

F(.r,  j^  z)=o, 
on  aura 

r  =  o ,     K  -7 K  -7-  =  0. 

'  dz  dy 

780.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  dans  un  plan. 
—  La  ligne  cherchée  est  une  ligne  droite. 

781.  Ligne  la  plus  courte  d'un  point  a  une  courbe  plane.  — 
La  ligne  la  plus  courte  entre  un  point  et  une  courbe  est  une  droite 
normale  à  cette  courbe. 

782.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes.  —  La 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  planes  est  une  normale 
commune  aux  deux  courbes  proposées 
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SUITE   des    applications    DU    CALCUL    DES   VARIATIONS. 

783  et  784.  Autre  manière  de  résoudre  les  problèmes  précé- 
dents. —  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on  opère 
comme  il  a  été  expliqué  au  n°  770. 

785.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points,  dans  l'espace. 

—  Soient  .r^,  j^,  z^  les  coordonnées  du  premier  point,  et  ^,,  jr,,  z^ 
celles  du  second , 

j=cj74-C,     z  =  c'x~\-C^ 

équations  d'une  ligne  droite. 

786.  Détermination  des  constantes. 

787.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée.  —  Soit 

F{x,  j,  2)  =0 
Inéquation   d^une  surface  courbe;   proposons-nous   de    trouver  la 
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ligne  la  plus  courte  AMB  que  Von  puisse  tracer  sur  cette  surface 
entre  deux  de  ses  points  A  et  B. 
On  a 

£/F  dV^ 

jdx       dx.    jdz  .dy       dr   ,dz 

ds       d\     ds          '  ds       dh     ds          ' 

dz  dz 

ce  qui  fait  trois  équations  j)Our  déterminer  les  deux  fonctions  y  et  z. 
Mais  l'une  des  dernières  équations  est  une  conséquence  de  l'autre 
et  de  l'équation  de  la  surface. 

788.  Les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  sont  nommées 
lignes  géodésiques  de  cette  surface  :  tous  leurs  plans  osculateurs 
sont  normaux  à  la  surface. 

Les  constantes  se  détermineront  comme  dans  le  problème  précé- 
dent. Si  la  ligne  cherchée  doit  aboutir  à  deux  courbes  données  sur 
la  surface,  la  courbe  AMB  les  coupera  à  angle  droit. 

789.  La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
quelconques  d'une  surface  peut  n'exister  que  sur  une  certaine  por- 
tion d'une  courbe.  Sur  la  sphère,  la  propriété  du  minimum  appar- 
tient seulement  aux  arcs  de  grand  cercle  moindres  qu'une  demi- 
circonférence. 

790.  Surface  de  révolution  minimuji.  —  Étant  donnés,  dans  le 
même  plan,  deux  points  k.  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver  une 
courbe  AMB,  située  dans  ce  plan,  et  qui,  en  tournant  autour  de  CD, 
engendre  une  surface  de  révolution  dont  Paire  soit  la  plus  petite 
possible. 

Prenant  pour  axe  des  x  la  droite  CD,  et  pour  axe  des  r  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite ,  on  a 

/     ^•-^'  T-C'\ 

équation  d'une  chaînette  (574,  2°). 


SOIXANTE-DEUXIEME  LEÇON. 

SUITE    DES    APPLICATIONS   DU    CALCUL   DES   VARIATIONS. 

791  et  792.  Brachistochrone.  —  Problème.  Étant  donnés  deux 
points  k  et  "è,  trouver  la  courbe  AMB  que  doit  suivre  un  point  pe- 
sant pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans  le  temps  le  plus  court 
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possible.  Cette  courbe  s'appelle  brachistochrone  ou  courbe  de  plus 
vite  descente. 
La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 

793.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  assujettis  à  se  trouver  sur 
deux  courbes  données  CD,  EF,  on  obtient  encore  une  cycloïde  AMB, 
située  dans  un  plan  vertical  qui  coupe  la  courbe  EF  à  angle  droit. 

La  tangente  à  la  cycloïde  au  point  B  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente menée  à  la  courbe  CD  par  le  point  A. 

794.  Remarques  sur  l'intégration  de  l'équation 


K  =  N  — 


dV      cPQ 


dx    '    dx'^ 
i"  Si  /  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation  se  réduit  à 

-§  =  c. 

qui  n'est  plus  que  du  troisième  ordre. 

a°  Si  X  n'entre  pas  explicitement  dans  V,  l'équation  K  =  o  se 
réduira  encore  au  troisième  ordre ,  en  prenant  y  pour  variable  in- 
dépendante. 

3°  Si  l'on  avait  à  la  fois  M  =  o,  N  =:=  o,  l'équation  se  ramènerait 
au  deuxième  ordre. 

795.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB  telle ,  que 

l'aire  ACBD  comprise  entre 
Fig.  139.  Parc  AMB,  les  rayons  de 

•courbure  AC  et  BD  qui 
correspondent  aux  deux 
points  extrêmes  k  et  ^, 
et  la  portion  de  dévelop- 
pée CD  comprise  entre  les 
centres  de  courbure  Q,  et  D 
soit  un  minimum. 

La  courbe  cherchée  est 
une  cycloïde. 

796.  ^LvxiMUM  ou  minimum  relatif.  —  Il  s'agit  de  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  une  intégrale  définie  /      V<r/jc,  avec  la  condition 

qu'une  autre  intégrale  définie  /     \^dx  ait  une  valeur  déterminée  /. 

SlURM.  — ^/2.,  II,  28 
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797.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  rendre  maximum  l'intégrale 
/      Vr/j:,  avec  la  condition 

/        Udx  =  /. 

Les  variations  de  ces  intégrales  doivent  être  nulles.  On  doit  avoir 

Jx^  Jx„ 

En  développant  ces  deux  conditions ,  on  a 

r  +  /       Koidx=  G, 

Jx, 

0  -4-  /       L(>idx  —  G. 
Jx^ 

On  a  les  deux  équations 

r-h<70  =  o,     K  +  «L  =  o. 

On  aura  donc  une  constante  de  plus  que  dans  le  cas  où  l'on  re- 
cherche un  minimum  absolu,  mais  on  a  aussi  une  équation  de  plus 


X 


Ur/^  =  /. 


798.  La  recherche  du  maximum  relatif  de  l'intégrale  /      Vda:, 

Jx^ 

lorsque  l'intégrale  /     '\Jdjc  doit  conserver  une  valeur  constante, 

Jxg 

revient  à  chercher  le  maximum  absolu  de  l'intégrale  /  (V-h  «U)  dx. 

799.  Problèmes  sur  les  isopérimètres.  —  Étant  donnés  deux 
points  C  et  D  sur  un  plan,  ti^ouver  parmi  toutes  les  courbes  de 
même  longueur  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux  points  C  et  D, 
celle  pour  laquelle  Vaire  ABDC  est  un  maximum. 

La  courbe  cherchée  est  un  arc  de  cercle. 

800.  Problème.  —  De  toutes  les  courbes  isopérimètres  que  Von 
peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux  points  donnés  A  ^^  B ,  trouver 
celle  qui,  en  tournant  autour  de  la  droite  Ox ,  engendre  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution. 

La  chaînette. 
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801,  Problème.—  De  toutes  les  courbes  isopérimètres  y  trouver 
celle  qui  engendre  le  volume  de  révolution  minimum. 


dx  = 


{j'~c)df 


équation  différentielle  do  la  courbe  élastique. 

802.  Problème.  —  Déterminer  la  courbe  qui,  par  sa  révolution 
autour  d'un  axe  [Vaxe  des  x)  engendre  la  surface  minimum  qui 
renferme  un  volume  donné. 

,1^^ {f^h^)dl 

\/^n-'f~[f±b-^f 

Si  la  constante  b  est  nulle,  on  a  un  cercle  ou  l'axe  des  x. 

Si  b  n'est  pas  nulle,  l'équation  différentielle  appartient  à  la  cour 
décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  q 
roule  sans  glisser  sur  l'axe  des  x. 


FIN    DU    SECOND    VOLUME. 


Paris.—  Imprimerie  de  GAUTHIEU-VILLARS,  quai  des  Auiiusllûs.  iS. 
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